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Глава 2. Степень числа
Вторая глава посвящена, в основном, изучению корней степени n из числа. Сначала рассматриваются функции y = xn, где n — натуральное число, их свойства и графики. Затем вводится понятие корня степени n из числа и для «доказательства» их существования и выяснения их количества применяются графики функции y = xn. После чего изучаются свойства корней, рассматривается функция y = 
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 и решение иррациональных уравнений. В дополнении рассматривается степень числа с рациональным показателем и её свойства.
Цель изучения главы 2: освоить понятие корня степени n из числа (хотя бы для n = 2, n = 3) и научиться использовать свойства корней для преобразования числовых и буквенных выражений.

§ 4. Функция y = xn 

Основное назначение четвёртого параграфа — обучить школьников строить графики функций y = xn с испрользованием свойств этих функций. Функции y = xn (n 
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 2) сначала изучаются для x 
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 0, затем для x 
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 R. 

4.1. Свойства и график функции y = xn, x 
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 0

В данном пункте сформулированы и доказаны свойства, общие для функций 
y = x2, y = x3, y = x4, ..., рассматриваемых на промежутке [0; +
[image: image6.wmf]¥

), при этом обосновывается их взаимное расположение при изображении в одной системе координат. 
Решения и комментарии

213(304). а) Дана функция y = x4 (x 
[image: image7.wmf]³

 0). При каких значениях x значения функции равны 0; 1; 16, 81?

б) Дана функция y = x3 (x 
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 0). При каких значениях x значения функции равны 0; 1; 8, 27, 64?

Решение. а) y = 0, если x = 0; y = 1, если x = 1 или x = –1; y = 16, если x = 2 или 
x = –2; y = 81, если x = 3 или x = –3. 

б) y = 0, если x = 0; y = 1, если x = 1; y = 8, если x = 2; y = 27, если x = 3; y = 64, если x = 4. 

214(305). При каких значениях x (x 
[image: image9.wmf]³

 0) выполняется неравенство y1 (x) < y2 (x), если: 
а) y1 (x) = x6, y2 (x) = x3; 
б) y1 (x) = x2, y2 (x) = x5?
Решение. а) y1 (x) < y2 (x) для x 
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 0, если x 
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 (0; 1), так как для 0 < x < 1 имеем: 
= x6 – x3 = x3(x3– 1) = x3(x – 1) (x2 + x + 1) < 0.
б) y1 (x) < y2 (x) для x 
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 0, если x 
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 (1; +
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), так как для x > 1 имеем: x2 – x5 = 
= x2(1 – x3) = x2(1 – x) (x2 + x + 1) < 0.

4.2. Свойства и графики функций y = x2m, y = x2m + 1


В данном пункте функции y = xn рассматриваются на всей области своего существования, т. е. на R, выявляется различие графиков функции для чётного и нечётного n, находятся промежутки возрастания, убывания для чётного и нечётного n.  

Возрастание функций y = x2m и y = x2m + 1 на промежутке [0; +
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) обосновано в п. 4.1. Из чётности функции y = x2m следует, что на промежутке (–
[image: image16.wmf]¥

: 0] эта функция убывает. Из нечётности функции y = x2m + 1 следует, что на промежутке (–
[image: image17.wmf]¥

: 0] эта функция возрастает. 

Доказательство возрастания функции y = x2m + 1 на промежутке (–
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: +
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) обычно вызывает затруднения у учащихся. Поэтому приведём его (для классов с углублённым изучением математики).

Пусть x1 < x2, докажем, что 
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Если 0 
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 x1 < x2, то неравенство 
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 доказано в п. 4.1.

Если x1 < x2 
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 0, то |x1| > |x2| 
[image: image26.wmf]³

 0, поэтому по доказанному |x1|2m + 1 > |x2|2m + 1, т. е. что 
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Если x1 < 0 < x2, то по доказанному выше 
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, откуда по свойству транзитивности неравенств следует, что 
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Так как рассмотрены все случаи, то неравенство 
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 доказано для любых x1 < x2.

Решения и комментарии
231(323). а) Сравните значения функций y = x и y = x5 при значениях аргумента: 0 < x < 1.

Решение. Если 0 < x < 1, то x > x5, так как x – x5 = x(1 – x)(1 + x)(1 + x2) > 0 для 
0 < x < 1. 
Можно рассуждать иначе. Если 0 < x < 1, то, умножив неравенство 1 > x на положительное число x, получим, что x > x2, далее последовательно умножая получаемые неравенства на положительное число x, получим: x > x2, x2 > x3, 
x3 > x4, x4 > x5, поэтому по свойству транзитивности неравенств имеем x > x5.

Замечание. Выводы при решении рассмотренного задания можно делать из взаимного расположения графиков функций, так как оно обосновано в п. 4.2. В классах с углублённым изучением математики можно попросить доказать неравенства без ссылки на графики функций, как оно доказано в пункте а).
233(325). Дана функция y = x12. Сравните: 
а) y (1) и y (2); 
б) y (–2) и y (–1).

Решение. а) Так как функция y = x12 возрастает на промежутке [0; +
[image: image35.wmf]¥

), числа 1 и 2 принадлежат этому промежутку и 1 < 2, то y (1) < y (2). 

б) Так как функция y = x12 убывает на промежутке (–
[image: image36.wmf]¥

; 0], числа –2 и –1 принадлежат этому промежутку и –2 < –1, то y (–2) > y (–1). 

Замечание. В задании б) можно рассуждать иначе: так как функция y = x12 чётная, то y (–2) = y (2) > y (1) = y (–1), а неравенство y (2) > y (1) доказано в пункте а).

234(326). Дана функция y = x9. Сравните: 

а) y (–1) и y (1); 
б) y (–2) и y (0);
в) y (4) и y (–5).

Решение. а) y (–1) = –1, y (1) = 1; –1 < 1, следовательно, y (–1) < y (1). 

б) y (–2) = (–2)9 < 0; y (0) = 0, следовательно y (–2) < y (0).

в) y (4) = 49 > 0, а y (–5) = (–5)9 < 0, следовательно, y (4) > y (–5).

Дополнительное задание. 1. Постройте график функции: 
а) y = (x – 2)3; б) y = (x + 3)4 – 1.

Решение. а) График функции y = x3 перенесём на 2 единицы вправо, получим график функции y = (x – 2)3 (рис. 34. а).
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б) График функции y = x4 перенесём на 3 единицы влево и на 1 единицу вниз, получим график функции y = (x + 3)4 – 1 (рис. 34, б).

Рис. 34
§ 5. Корень степени n 
Основное назначение пятого параграфа — обучить школьников пользоваться свойствами корней степени n. Сначала вводится понятие корня степени n, затем рассматриваются корни чётной и нечётной степеней, вводятся обозначения корней, изучаются свойства арифметических корней степени n, рассматривается функция y = 
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 0), обсуждается вопрос извлечения корня степени n из натурального числа, наконец, обсуждаются методы решения иррациональных уравнений. 
Отметим, что по действующей программе в обычном классе достаточно изучать корни 2-й и 3-й степеней. Однако здесь же требуется научиться решать уравнения типа xn = 2. Кажется странным, что ученик основной школы должен уметь решать уравнения x2 = 2 и x3 = 2, а уравнение x5 = 2 — нет. Поэтому в этом параграфе излагаются корни степени n 
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 2 и их свойства без ограничения n 
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 3. Учитель в конкретном классе сам решает, изучать ли весь материал, или отобрать только то, что относится к квадратным и кубическим корням. В обычном классе так можно поступить, но надо бы изучить хотя бы пп. 5.1–5.3. 

В классах с углублённым изучением математики надо изучить весь материал этого параграфа, а также материал дополнений к главе 2, так как это облегчит обучение в старших классах, где программа перегружена после переноса туда тригонометрии и добавления элементов статистики и теории вероятностей на фоне уменьшения числа учебных часов. Кроме того, изучаемый в данном параграфе материал традиционно входит в программу классов с углублённым изучением математики, он окажется полезным для участия в олимпиадах и других соревнованиях.
5.1(4.3). Понятие корня степени n
5.2(4.4). Корни чётной и нечётной степени

В пункте 5.1 приведено словесное определение корня степени n (n 
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 N, n 
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 2) из числа. Приведены примеры вычисления корней степени n из некоторых чисел, показывающие, что надо рассматривать два случая: n — чётное число и n — нечётное число. Из этих примеров, применяя определения, получается вывод:

а) нет корней чётной степени из отрицательного числа;

б) существует единственный корень из числа нуль, равный нулю;

в) существует ровно два корня чётной степени из положительного числа: один положительный b1, другой отрицательный b2 (b2 = – b1);

г) существует единственный корень нечётной степени из любого действитель​ного числа.

В п. 5.2 этот вывод доказан графическим методом.

Затем вводятся обозначения для корня степени n из числа a: 
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1) обозначение 
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 используют только для a 
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 0, причём если a = 0, то 
[image: image46.wmf]k

2

0

 = 0, если a > 0, то обозначение 
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 используют только для положительного числа b1, такого, что b1 = 
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2) обозначение 
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 используют для любого действительного числа a.
Пользуясь определением и обозначениями для корня степени n, можно написать решения следующих уравнений:

1) уравнение x2k = a (a > 0) имеет два корня: x1 = 
[image: image51.wmf]k
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, x2 = –
[image: image52.wmf]k

a

2

;
2) уравнение x2k+1 = a (a — любое число) имеет единственный корень 
x1 = 
[image: image53.wmf]1
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.
Желательно чтобы эти понятия и обозначения были усвоены учащимися в любом классе. В классах с углублённым изучением математики это должны усвоить обязательно. 

Решения и комментарии
248(340). Проверьте, является ли число:
а) 6 корнем шестой степени из числа 46656;

б) –3 корнем седьмой степени из числа 2187;

в) –3 корнем седьмой степени из числа –2187;

г) –0,4 корнем пятой степени из числа 
[image: image54.wmf]3125
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Решение. а) Так как число 6 положительное и 66 = 46656, то 6 является корнем шестой степени из числа 46656. 

б) –3 не является корнем седьмой степени из числа 2187, так как (–3)7 < 0, а 2187 > 0.

в) Так как (–3)7 = –2187, то –3 является корнем седьмой степени из числа –2187. 

г) –0,4 не является корнем пятой степени из числа 
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, так как (–0,4)5 < 0, а 
[image: image56.wmf]3125

32
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261(353). Верно ли равенство:
а) 
[image: image57.wmf]3

27

-

 = –3;
б) 
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 = –2;
в) 
[image: image59.wmf]3

64

 = 4;
г) 
[image: image60.wmf]4
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 = –5?

Решение. а) Равенство 
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 = –3 верно, так как (–3)3 = –27.

б) Равенство 
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 = –2 неверно, так как выражение 
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 не имеет смысла (корень чётной степени из отрицательного числа не существует).

в) Равенство 
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 = 4 верно, так как 43 = 64.

г) Равенство 
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 = –5 неверно, так как 
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 > 0, а –5 < 0.

266(358). Решите уравнение, используя график функции:
а) x3 = 8;
в) x3 = –27.
Решение. а) Построим графики функций y = x3 и y = 8 (рис. 35, а). Они пересекаются в единственной точке с абсциссой 2 (23 = 8). Поэтому уравнение имеет единственный корень x1 = 2.
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в) Построим графики функций y = x3 и y = –27 (рис. 35, б). Они пересекаются в единственной точке с абсциссой –3 ((–3)3 = –27). Поэтому уравнение имеет единственный корень x1 = –3.
Рис. 35
275(367). Вычислите:
а) 5 + 
[image: image67.wmf]4
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в) 
[image: image68.wmf]4

16

 – 1; 
д) 
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Решение. а) 5 + 
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 = 5 + 1 = 6; в) 
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 – 1 = 2 – 1 = 1; 

д) 
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 = 3 – 3 = 0.

5.3(4.5). Арифметический корень

В данном пункте вводится понятие арифметического корня: неотрицательный корень из неотрицательного числа a называют арифметическим корнем степени n из числа a. Далее приведены свойства арифметических корней. Желательно, чтобы эти свойства знали все учащиеся, хотя бы для корней степеней n  = 2 и n = 3. Желательно также, чтобы все учащиеся усвоили свойство 
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, справедливое для любого действительного числа a. 

Решения и комментарии
280(374). Является ли следующая запись записью арифметического корня:

а) 
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б) –
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в) 
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г) 
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Решение. а) Запись 
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 не является записью арифметического корня, так как это отрицательное число.

б) Запись –
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 не является записью арифметического корня, так как это отрицательное число. 

в) Запись 
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 является записью арифметического корня, так как это корень из положительного числа 4. 

г) Запись 
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 не является записью арифметического корня, так как это выражение не имеет смысла (корень чётной степени из отрицательного числа не существует).

281(375). Вычислите:

а) 
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Решение. 
а) 
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Вынесите множитель из-под знака корня (287–289):
287(381). а) 
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Решение. 
а) 
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б) 
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288(382). а) 
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Решение. 
а) 
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б) 
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289(383). а) 
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б) 
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Решение. а) 
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б) 
[image: image102.wmf]4
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Замечание. Здесь и далее, формируя умения преобразовывать числовые и буквенные выражения с корнями, не нужно стремиться быстро перейти к устному вынесению множителя из-под знака корня или выполнению устно других операций. Подробные записи, приведённые выше, позволяют учащимся осмысленно применять свойства корней, что повышает надёжность усвоения нового материала.
295(393). Упростите выражение: 

в) 
[image: image103.wmf]3
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г) 
[image: image104.wmf]3
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Решение. в) 
[image: image105.wmf]3
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[image: image109.wmf]3
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г) 
[image: image110.wmf]3
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[image: image112.wmf]3
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[image: image114.wmf]3
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296(394). Упростите выражение: 

в) 
[image: image115.wmf]2
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x

, если x < 1; 
г) 
[image: image116.wmf]2
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, если x 
[image: image117.wmf]³

 1.

Решение. 
в) Если x < 1, то x – 1 < 0, поэтому 
[image: image118.wmf]2
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x

 = |x – 1| = 1 – x;

г) Если x 
[image: image119.wmf]³

 1, то x – 1 
[image: image120.wmf]³

 0, поэтому 
[image: image121.wmf]2
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 = |x – 1| = x – 1.

300(н). а) Докажите, что значение выражения 
[image: image122.wmf]2

2

12

17

4

-

-

 является целым числом.
Решение. 
[image: image123.wmf]2
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[image: image129.wmf]2

 – 1| – 
[image: image130.wmf]2

 = 
= 
[image: image131.wmf]2

 – 1 – 
[image: image132.wmf]2

 = –1 — целое число, что и требовалось доказать.
302(н). а) Решите уравнение х4 – 3х2 – 4 = 0.

Решение. Введя новое неизвестное t = х2, перепишем исходное уравнение в виде:


t2 – 3t – 4 = 0.
(1)

Уравнение (1) имеет два корня: t1 = –1, t2 = 4. Следовательно, все корни исходного уравнения есть объединение корней уравнений: 1) х2 = –1 и 2) х2 = 4. Так как уравнение 1) не имеет корней, а уравнение 2) имеет два корня x1 = –2, x2 = 2, то и исходное уравнение имеет те же два корня.

Ответ. –2; 2.

303(н). Исследуем. Укажите все значения а, для каждого из которых уравнение х4 = а имеет корень; не имеет корней.

Решение. Если a > 0, то уравнение х4 = а имеет два корня: x1 = –
[image: image133.wmf]4

a

, x2 = 
[image: image134.wmf]4

a

.
Если a = 0, то уравнение х4 = а имеет единственный корень x0 = 0.
Если a < 0, то уравнение х4 = а не имеет корней, так как х4 
[image: image135.wmf]³

 0, а a < 0.

Ответ. Если a 
[image: image136.wmf]³

 0, то уравнение имеет корни; если a < 0, то уравнение не имеет корней.
5.4(4.6). Свойства корней степени n
В данном пункте приведены дополнительные свойства арифметических корней. Все эти свойства можно не изучать в обычном классе, однако две формулы, справедливые для любого числа a, желательно знать каждому учащемуся:


[image: image137.wmf]k
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Решения и комментарии
309(403). Вынесите множитель из-под знака корня:
е) 
[image: image139.wmf]4
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, если c > 0, d > 0; 
ж) 
[image: image140.wmf]4
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Решение. 
е) Так как c > 0, d > 0, то 
[image: image141.wmf]4
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[image: image142.wmf]4
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[image: image143.wmf]4
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ж) Так как x < 0, то 
[image: image145.wmf]4
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[image: image147.wmf]4
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[image: image148.wmf]4
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313(407). Внесите множитель под знак корня:
г) 
[image: image149.wmf]4
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Решение. г) Так как b > 0, то 
[image: image150.wmf]0
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[image: image151.wmf]¹

 0, так как в знаменателе подкоренного выражения не может быть нуль) и поэтому 
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[image: image154.wmf]4
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Дополнительное задание. Внесите множитель под знак корня: 


[image: image158.wmf]4
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Решение. Так как b < 0, то 
[image: image159.wmf]0
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[image: image160.wmf]0
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 0) и поэтому 
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[image: image164.wmf]4
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[image: image165.wmf]4
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[image: image168.wmf]4

2

6

y

b

x

a

.

320(414). Упростите числовое выражение:
г) 
[image: image169.wmf]4
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д) 
[image: image170.wmf]3
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е) 
[image: image171.wmf]4
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Решение. г) 
[image: image172.wmf]4
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е) 
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326(421). а) Упростите выражение 
[image: image193.wmf]3
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Решение. 
[image: image194.wmf]3
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327(422). Используя свойства корней степени n, запишите число так, чтобы под знаком корня стояло целое число:
а) 
[image: image197.wmf]4
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; 
в) 
[image: image198.wmf]3
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.
Решение. а) 
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в) 
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328(423). Упростите выражение:

а)
[image: image208.wmf](
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в)
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Решение. а)
[image: image210.wmf](
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Промежуточный контроль. С–14, С–15*. 

5.5(4.8). Функция 
[image: image216.wmf]n
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=

 (x ≥ 0)

В данном пункте рассмотрены свойства функции 
[image: image217.wmf]n

yx

=

, где n 
[image: image218.wmf]Î

N, n ≥ 2, определённой на промежутке [0; +
[image: image219.wmf]¥

), и её график. Авторы не вводят понятие обратной функции, поэтому для доказательства некоторых свойств этой функции и построения её графика используются следующие рассуждения.
Рассматривается множество точек координатной плоскости xOy, которое можно задать двумя способами:

1) 
[image: image220.wmf]{
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[image: image473.png]


Вторым способом задана функция x = yn, которая в координатной плоскости yOx для y ≥ 0 имеет непрерывный график (рис. 35, а). Так как в первом случае записана функция 
[image: image222.wmf]n

yx

=

 (x ≥ 0), то эта функция в системе координат yOx имеет тот же график, что на рисунке 36, а. Из свойств функции x = yn следует, что функция 
[image: image223.wmf]n

yx

=

 (x ≥ 0) является непрерывной и возрастающей на промежутке 
x 
[image: image224.wmf]Î

 [0; +
[image: image225.wmf]¥

) линией. Однако система координат расположена непривычно: ось x направлена вверх, а ось y — вправо. Это неудобство легко устранить. Выполним осевую симметрию системы координат и графика относительно оси y = x, получим систему координат xOy и график той же функции 
[image: image226.wmf]n

yx

=

 (x ≥ 0) в более привычном расположении (рис. 36, б).
Рис. 36
Решения и комментарии
334(444). Известно, что:
а) 
[image: image227.wmf]3

a

 > 1; 
б) 
[image: image228.wmf]3

a

 < 1.
Верно ли, что a больше единицы? больше нуля?
[image: image474.png]27
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Решение. Рассмотрим графики функций 
[image: image229.wmf]3
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 (x ≥ 0 и y = 1 (рис. 37). Так как функция 
[image: image230.wmf]3
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 возрастает на промежутке [0; +
[image: image231.wmf]¥

), то значение 
y = 1 она принимает лишь в одной точке x = 1. Для x > 1 график функции 
[image: image232.wmf]3

x

y

=

 лежит выше прямой y = 1, а для 0 
[image: image233.wmf]£

 x < 1 график функции 
[image: image234.wmf]3
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y

=

 лежит ниже прямой y = 1. Это означает, что 
[image: image235.wmf]3
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 > 1 для a > 1, и 0 
[image: image236.wmf]£

 
[image: image237.wmf]3

a

 < 1 для 0 
[image: image238.wmf]£

 a < 1
Рис. 37
Ответ. а) Верно, что a > 1 и что a > 0; б) неверно, что a > 1 и неверно, что a > 0, так как 
[image: image239.wmf]3

a

 = 0 для a = 0.

337(н). Доказываем. Докажите неравенство:
а) 
[image: image240.wmf]3

10

 > 2; 
б) 
[image: image241.wmf]4
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.
Решение. а) В силу возрастания функции y = 
[image: image242.wmf]3

x

 на промежутке [0; +
[image: image243.wmf]¥

) из неравенства 10 > 8, следует, что 
[image: image244.wmf]3

10

 > 
[image: image245.wmf]3
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 = 2, т. е. что справедливо неравенство 
[image: image246.wmf]3
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 > 2, что и требовалось доказать.

б) Заметим, что 
[image: image247.wmf]4
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. В силу возрастания функции y = 
[image: image248.wmf]x

 на промежутке [0; +
[image: image249.wmf]¥

) из неравенства 7 > 4, следует, что 
[image: image250.wmf]4
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, т. е. справедливо неравенство 
[image: image251.wmf]4
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, что и требовалось доказать.

339(н). Сравните числа: а) 2 и 
[image: image252.wmf]3

7

; б) 
[image: image253.wmf]4
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 и 2.
Решение. а) Так как 2 = 
[image: image254.wmf]3
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 и 
[image: image255.wmf]3
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 > 
[image: image256.wmf]3
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, то из возрастания функции y = 
[image: image257.wmf]3
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 следует, что 2 > 
[image: image258.wmf]3
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.

а) Так как 2 = 
[image: image259.wmf]4
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 и 
[image: image260.wmf]4
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 < 
[image: image261.wmf]4
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, то 
[image: image262.wmf]3
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, то из возрастания функции y = 
[image: image263.wmf]4

x

 следует, что 
[image: image264.wmf]4
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 < 2.

340(н). а) Найдите два последовательных натурального числа, между которыми заключено число 
[image: image265.wmf]3

3

.
Решение. Так как ближайшие к числу 3 кубы натуральных чисел — это 1 = 13 и 8 = 23, то в силу возрастания функции y = 
[image: image266.wmf]3

x

 на промежутке [0; +
[image: image267.wmf]¥

) из неравенства 13 < 3 < 23 следует неравенство 1 < 
[image: image268.wmf]3
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 < 2.

341(447). Сравните натуральные числа m (m ≥ 2) и n (n ≥ 2), если:

а) 
[image: image269.wmf]m
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 > 
[image: image270.wmf]n
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;
в) 
[image: image271.wmf]m

2

,

0

 > 
[image: image272.wmf]n

2

,

0

.

Решение. а) Перепишем неравенство в виде 



[image: image273.wmf]mn

n

5

 > 
[image: image274.wmf]mn

m

5

. 
(1) 

Так как функция y = 
[image: image275.wmf]mn

x

 возрастает на промежутке [0; +
[image: image276.wmf]¥

), то неравенство (1) выполняется только если 5n > 5m, то есть если n > m.

в) Перепишем неравенство в виде 



[image: image277.wmf]mn

n

2

,

0

 > 
[image: image278.wmf]mn

m

2

,

0

. 
(2) 

Так как функция y = 
[image: image279.wmf]mn

x

 возрастает на промежутке [0; +
[image: image280.wmf]¥

), то неравенство (2) выполняется только если 0,2n > 0,2m, то есть если n < m.

342(448). а) 1) Сравните с единицей положительное число a, если: 
[image: image281.wmf]3

a

 > 
[image: image282.wmf]4

a

.

б) 1) Каким может быть натуральное число n (n ≥ 2), если: 
[image: image283.wmf]n

16

 
[image: image284.wmf]£

 4?
Решение. а) Перепишем неравенство в виде 



[image: image285.wmf]12

4

a

 > 
[image: image286.wmf]12

3

a

. 
(3) 

Так как функция y = 
[image: image287.wmf]12

x

 возрастает на промежутке [0; +
[image: image288.wmf]¥

), то неравенство (3) выполняется только если a4 > a3. Так как a > 0 (при a = 0 данное неравенство неверно), то, разделив неравенство a4 > a3 на a3, получим, что a > 1. 
б) Перепишем неравенство в виде 



[image: image289.wmf]n

2

4

 
[image: image290.wmf]£

 
[image: image291.wmf]n

n

4

. 
(4) 

Так как функция y = 
[image: image292.wmf]n

x

 возрастает на промежутке [0; +
[image: image293.wmf]¥

), то неравенство (4) выполняется только если 42 
[image: image294.wmf]£

 4n, то есть если 2 
[image: image295.wmf]£

 n.

Ответ. а) a > 1; б) n 
[image: image296.wmf]³

 2.
343(н). Найдите область определения функции:
а) y = 
[image: image297.wmf]x

3

;
б) y = 
[image: image298.wmf]3

5

x

-

.

Решение. а) Так как функция y = 
[image: image299.wmf]t

 (t = 3x) определена на множестве неотрицательных чисел, то справедливо неравенство 3x ≥ 0, которое имеет множество решений [0; +
[image: image300.wmf]¥

). Следовательно, область определения функции 
y = 
[image: image301.wmf]x

3

 есть промежуток [0; +
[image: image302.wmf]¥

).
б) Так как функция y = 
[image: image303.wmf]3

t

 (t = –5x) определена на множестве всех неотрицательных чисел t, то справедливо неравенство –5x ≥ 0, которое имеет множество решений (–
[image: image304.wmf]¥

; 0]. Следовательно, область определения функции 
y = 
[image: image305.wmf]3

5

x

-

 есть промежуток (–
[image: image306.wmf]¥

; 0].
5.6. Корень степени n из натурального числа

В данном пункте приведен пример вычисления корня третьей степени из числа 17, указан способ, по которому можно найти любое количество знаков после запятой в десятичной записи этого числа.

Приведено утверждение: арифметический корень степени n (n ≥ 2) из натурального числа может быть или натуральным числом или иррациональным числом.

В учебнике не приведено доказательство этого утверждения, но в простых случаях учащиеся должны научиться его доказывать. Например, доказывать иррациональность числа 
[image: image307.wmf]3

2

 (задание 351, а). Но сам учитель должен владеть и общим доказательством этого утверждения (оно приведено ниже в замечании к заданию 351, а).  

Данный пункт предназначен для классов с углублённым изучением математики, но и учащиеся обычного класса должны знать без доказательства, что 
[image: image308.wmf]5

, 
[image: image309.wmf]3

3

, ... — иррациональные числа.
Решения и комментарии

351(430). а) Докажите иррациональность числа 
[image: image310.wmf]3

2

.

Доказательство. Предположим, что число 
[image: image311.wmf]3

2

 — рациональное число, т. е. предположим, что существует несократимая дробь 
[image: image312.wmf]q

p

 такая, что справедливо равенство 
[image: image313.wmf]3

2

 = 
[image: image314.wmf]q

p

, где p 
[image: image315.wmf]Î

 N, q 
[image: image316.wmf]Î

 N. Тогда справедливо равенство 


2q3 = p3. 
(1)

Так как левая часть равенства (1) делится на 2, то и правая часть равенства, т. е. p3 делится на 2. Докажем, что если p3 делится на 2, то и p делится на 2.  
Число p при делении на 2 может иметь только два остатка: 1 или 0.
Если p = 2n + 1, где n 
[image: image317.wmf]Î

 N, то равенство 2q3 = 8n3 + 12n2 + 6n + 1 не выполняется ни при каком натуральном q, так как левая его часть делится на 2, а правая — нет. Следовательно, число p при делении на 2 не может иметь остаток 1, то есть p делится на 2.
Если p = 2n, где n 
[image: image318.wmf]Î

 N, то равенство (1) перепишется в виде 4n3 = q3. Аналогично показывается, что число q при делении на 2 не может иметь остаток 1, то есть и оно делится на 2.

Следовательно, каждое из чисел p и q делится на 2. Получилось противоречие с предположением, что в равенстве 
[image: image319.wmf]3

2

 = 
[image: image320.wmf]q

p

 дробь 
[image: image321.wmf]q

p

 — несократимая. Следовательно, предположение неверно, а верно утверждение, что число 
[image: image322.wmf]3

2

 — иррациональное. 
Замечание. Доказательство иррациональности числа 
[image: image323.wmf]3

29

 тем же способом окажется громоздким, так как потребуется рассмотреть не два случая, как в предыдущем задании, а 29. Поэтому приведём другой способ доказательства иррациональности корней степени n из натуральных чисел, не являющихся n-й степенью натурального числа.
Теорема. Если натуральное число m не является n-ой степенью (n 
[image: image324.wmf]Î

 N, n 
[image: image325.wmf]³

 2) какого-либо натурального числа, то 
[image: image326.wmf]n

m

 — иррациональное число.
Доказательство. Предположим противное, т. е. предположим, что 
[image: image327.wmf]n

m

 — число рациональное. Это означает, что существует несократимая дробь 
[image: image328.wmf]q

p

 (p 
[image: image329.wmf]Î

 N, q 
[image: image330.wmf]Î

 N) такая, что 
[image: image331.wmf]n

m

 = 
[image: image332.wmf]q

p

. Но тогда справедливо равенство 


qn m = pn. 
(2)

Если q = 1, то m = pn, что противоречит условию теоремы, следовательно, q > 1.

Если p = 1, то pn = 1, но тогда из равенства qn m = 1 следует, что произведение двух чисел, каждое из которых больше 1, равно 1, чего быть не может, следовательно, p > 1.
Если p > 1, то по основной теореме арифметики число p разлагается на простые множители


p = 
[image: image333.wmf]1

1

a

p



 EMBED Equation.3  [image: image334.wmf]2

2

a

p

… 
[image: image335.wmf]k

k

p

a

,
(3)

где p1, p2, …, pk — различные простые числа, 
[image: image336.wmf]1

a

, 
[image: image337.wmf]2

a

, …, 
[image: image338.wmf]k

a

 — натуральные числа.

Так как число q > 1, то оно имеет делитель d, где d — простое число. Но так как дробь 
[image: image339.wmf]q

p

 несократимая, то  среди чисел p1, p2, …, pk нет числа d. 
Из равенства (3) следует равенство 


pn = 
[image: image340.wmf]1
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p



 EMBED Equation.3  [image: image341.wmf]2
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n

p

… 
[image: image342.wmf]k

n
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p

a

.
(4)

По основной теореме арифметики разложение каждого натурального числа на простые множители единственно. Поэтому правая часть равенства (4) есть (единственное) разложение числа pn на простые множители. Так как среди чисел p1, p2, …, pk нет числа d, то pn не делится на d. Тогда из равенства (2) следует, что его левая часть делится на простое число d, а правая — нет.
Полученное противоречие означает, что сделанное предположение неверно, т. е. 
[image: image343.wmf]n

m

 — иррациональное число.

354(433). Найдите приближённое значение кубического корня с точностью до 0,1 из следующих чисел: а) 3; 
б) 6.
Решение. а) Так как 1,43 = 2,744 < 3 < 1,53 = 3,375, то 1,4 < 
[image: image344.wmf]3

3

 < 1,5. Заметим, что 1,4 — приближённое значение числа 
[image: image345.wmf]3

3

 с точностью до 0,1 с недостатком, а 1,5 — приближённое значение числа 
[image: image346.wmf]3

3

 с точностью до 0,1 с избытком. В качестве приближённого значения числа 
[image: image347.wmf]3

3

 можно взять любое из чисел 1,4 и 1,5, они отличаются от числа 
[image: image348.wmf]3

3

 не более, чем на 0,1. Аналогично рассуждая, получим, что 1,44 < 
[image: image349.wmf]3

3

 < 1,45, поэтому более точным приближением из двух чисел 1,4 и 1,5 является число 1,4.

б) Так как 1,83 = 5,832 < 6 < 1,93 = 6,859, то 1,8 < 
[image: image350.wmf]3

6

 < 1,9. Заметим, что 1,8 — приближённое значение числа 
[image: image351.wmf]3

6

 с точностью до 0,1 с недостатком, а 1,9 — приближённое значение числа 
[image: image352.wmf]3

6

 с точностью до 0,1 с избытком. Аналогично рассуждая, получим, что 1,81 < 
[image: image353.wmf]3

6

 < 1,82, поэтому более точным приближением из двух чисел 1,8 и 1,9 является число 1,8.

5.7(н). Иррациональные уравнения 
В данном пункте вводится понятии иррационального уравнения и напоминается понятие уравнения-следствия, на конкретных примерах показано решение иррациональных уравнений переходом к уравнению-следствию, объясняется, что если при решении уравнения был выполнен переход к его следствию, то требуется проверить, все ли корни уравнения-следствия являются корнями исходного уравнения. Этот метод уже был рассмотрен в 8 классе в других ситуациях. 
В конце пункта рассмотрен приём решения уравнений вида 
[image: image354.wmf]0
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=

×

x

g

x

f

, где хотя бы одна из функций f (x) и g (x) содержит неизвестное под знаком корня.
Здесь стоит рассмотреть п. 13 дидактических материалов, в котором рассмот​рено решение иррациональных уравнений при помощи замены неизвестного.

Данный пункт предназначен для классов с углублённым изучением математики.

Решения и комментарии
Решите уравнение (362–368):

362. а) 
[image: image355.wmf]11

5

+

x

 = x + 1.

Решение. Возведём исходное уравнение в квадрат, получим его следствие:

5x + 11 = x2 + 2x + 1.
(1)

Уравнение (1) имеет два корня: x1 = 5 и x2 = –2. Проверка показывает, что число x1 является корнем исходного уравнения, так как 
[image: image356.wmf]11

5

5

+

×

 = 6 и 5 + 1 = 6, а x2 — нет, так как 
[image: image357.wmf]11

)

2

(

5

+

-

×

 = 1 и –2 + 1 = –1. Следовательно, исходное уравнение имеет единственный корень x1.

Ответ. 5. 

363. а) 
[image: image358.wmf]7

3

-

x

 = 
[image: image359.wmf]5
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-

x

.

Решение. Возведём исходное уравнение в квадрат, получим его следствие:

3x – 7 = 2x – 5.
(2)

Уравнение (2) имеет единственный корень: x1 = 2. Проверка показывает, что число x1 не является корнем исходного уравнения, так как выражение 
[image: image360.wmf]7

2

3

-

×

 не имеет смысла. Следовательно, исходное уравнение не имеет корней.

Ответ. Нет корней. 

364. а) 
[image: image361.wmf]2
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x

 + 
[image: image362.wmf]3

+

x

 = 
[image: image363.wmf]7
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+

x

.

Решение. Возведём исходное уравнение в квадрат, получим его следствие:

x – 2 + 
[image: image364.wmf]3

2

2

+
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x

x

 + x + 3 = 3x + 7.
(3)

Уравнение (3) равносильно уравнению

[image: image365.wmf]3

2

2

+
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x

x

 = x + 6.
(4)

Возведём уравнение (4) в квадрат, получим его следствие, а значит, и следствие исходного уравнения:

4x2 + 4x – 24 = x2 + 12x + 36.
(5)

Уравнение (5) имеет два корня: x1 = 6 и x2 = –
[image: image366.wmf]3

10

. Проверка показывает, что число x1 является корнем исходного уравнения, так как 
[image: image367.wmf]2

6

-

 + 
[image: image368.wmf]3

6

+

 = 5 и 
[image: image369.wmf]7
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+
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 = 5, а x2 — нет, так как выражение 
[image: image370.wmf]2

3

10

-

-

 не имеет смысла. Следовательно, исходное уравнение имеет единственный корень x1.

Ответ. 6. 

365. в) 
[image: image371.wmf]1

3

+

x

 = |2x – 1|; 
д) 
[image: image372.wmf]3

1

-

x

 = x – 1.

Решение. в) Возведя исходное уравнение в квадрат, получим его следствие:

3x + 1 = 4x2 – 4x + 1.
(6)

Уравнение (6) имеет два корня: x1 = 0 и x2 = 
[image: image373.wmf]4

7

. Проверка показывает, что оба числа x1 и x2 являются корнями исходного уравнения. Следовательно, исходное уравнение имеет только эти два корня.

д) 
[image: image374.wmf]3

1

-

x

 = x – 1;

Возведя исходное уравнение в нечётную третью степень, получим равносильное ему уравнение:

x – 1 = (x – 1)3,

которое перепишем в виде:
(x – 1)((x – 1)2 – 1) = 0.
(7)

Уравнение (7) имеет три корня: x1 = 0, x2 = 1 и x3 = 2, следовательно, и равносильное ему исходное уравнение имеет те же три корня.

Ответ. в) 0; 
[image: image375.wmf]4

7

; д) 0; 1; 2.

366. а) 
[image: image376.wmf]7
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; 

д) 
[image: image377.wmf]2
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Решение. а) Уравнение можно решить переходом к уравнению-следствию. Для этого надо один из корней перенести в правую часть уравнения:



[image: image378.wmf]17
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(8)

затем возвести в квадрат:


[image: image380.wmf]17
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[image: image381.wmf]10
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в полученном уравнении надо привести подобные члены, уединив корень в левой части уравнения и разделив полученное уравнение на 14:


[image: image382.wmf]10
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+

x

x

 = 3.
(9)

Возведя уравнение (9) в квадрат, получим его следствие, являющееся также следствием исходного уравнения:



[image: image383.wmf]9
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.
(10)
Уравнение (10) имеет единственный корень: x1 = –1. Проверкой убеждаемся, что он является и корнем исходного уравнения. Следовательно, исходное уравнение имеет единственный корень –1.
Но здесь можно применить два разных способа замены неизвестного, обозначив буквой t или x2 + 2x + 10, или 
[image: image384.wmf]10
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.
В первом случае придём к уравнению 
[image: image385.wmf]7
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, а во втором к уравнению 
[image: image386.wmf]7
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. Второй способ предпочтительнее, так как потребуется лишь один раз возводить уравнение в квадрат. Убедитесь в этом самостоятельно.
Отметим, что более эффектное решение этого уравнения получится у наблюдательных учащихся, которые перепишут исходное уравнение в виде:


[image: image387.wmf]9
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 + 
[image: image388.wmf]16
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= 7.
(11)

Теперь очевидно, что при x = –1 оба корня достигают своих наименьших значений 3 и 4 соответственно. Так как при этом уравнение (11) обращается в верное числовое равенство, то число x1 = –1 — корень уравнения (11) и исходного уравнения. Других корней уравнение (11) не имеет, так как при x 
[image: image389.wmf]¹

 –1 верны неравенства 
[image: image390.wmf]9
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[image: image393.wmf]16

)

1

(

2

+

+

x
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д) В этом уравнении лучше не переходить к уравнению-следствию, так как его решение будет громоздким. Приведём более простое решение. 

Перепишем исходное уравнение в виде:
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(12)

Теперь очевидно, что при x = 3 уравнение (1) обращается в верное числовое равенство, т. е. число x1 = 3 — корень уравнения (12) и исходного уравнения. Других корней уравнение не имеет, так как при x 
[image: image395.wmf]¹

 3 верно неравенство 
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Ответ. а) –1; д) 3.

367. а) 
[image: image397.wmf]0
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Решение. Уравнение x2 – 4 = 0 имеет два корня: x1 = 2 и x2 = –2. Из них только для числа x1 имеет смысл второй множитель в левой части исходного уравнения, следовательно, x1 — корень исходного уравнения, а x2 — нет.

Уравнение 
[image: image398.wmf]2
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x

 = 0 имеет единственный корень: x3 = 3. При этом значении x первый множитель в левой части исходного уравнения имеет смысл, следовательно, x3 — корень исходного уравнения. 
Итак, исходное уравнение имеет два корня x1 и x3.

Ответ. 2; 3.

368. а) 
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Решение. Введя новое неизвестное t = 
[image: image401.wmf]3
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, перепишем уравнение в виде: 

t + 
[image: image402.wmf]t
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 – 10 = 0.
(13)

Уравнение (13) имеет единственный корень: t1 = 5, следовательно, все корни исходного уравнения являются корнями уравнения
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(14)

Возведя уравнение (14) в квадрат, получим его следствие, являющееся также следствием исходного уравнения:


[image: image404.wmf]3

3

13

+

+

x

x

 = 25.
(15)

Уравнение (15) имеет единственный корень: x1 = –6. Следовательно, исходное уравнение имеет тот же корень.

Ответ. –6. 
Промежуточный контроль. С–13*, К–3. 

Дополнения к главе 2
1. Понятие степени с рациональным показателем

2. Свойства степени с рациональным показателем

В пункте 1 дополнения вводится понятие степени положительного числа а с рациональным показателем 
[image: image405.wmf]q

p

, где p — целое число, q — натуральное число, q 
[image: image406.wmf]³

 2, и с помощью свойств корня q-й степени доказываются первые свойства степени с рациональным показателем: 1) 
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 N, q 
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 2). 
Рассмотрим «доказательство» софизма «–1 = 1»: 
–1 = (–1)1 = 
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Попросите учащихся найти ошибку в рассуждениях. 
Ответ. Здесь переход после второго знака равенства совершён неверно: определение степени с рациональным показателем применено для отрицательного числа –1. 
Замечание. Подчеркнём, что рациональная степень числа a определена только для положительного числа a. Однако если рациональное число r — положительно, то, применив к нему определение степени с рациональным показателем, получим, что 

0r = 
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Напомним, что записи 00 и 0–r (r > 0) не имеют смысла. Также не имеет смысла запись ar, где a < 0 и r — рациональное число, не являющееся целым числом.

При выполнении задания 378 используется это замечание.
В пункте 2 доказаны теоремы о свойствах степени с рациональным показателем, из которых следует, что свойства степеней, известные ранее для целых показателей, справедливы и для рациональных показателей. 
Решения и комментарии
376(458). Вычислите: а) 
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Решение. 
а) 
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б) 
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378. Исследуем. При каких значениях a уравнение 
[image: image427.wmf](
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а) имеет единственный корень;
б) имеет бесконечное множество корней;

в) не имеет корней?

Решение. 1. Если a = 0, то для любого x 
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 R имеем: 
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 по определению корня третьей степени. Следовательно, любое число x 
[image: image432.wmf]Î

 R является корнем исходного уравнения в этом случае, т. е. в этом случае уравнение имеет бесконечное множество корней.

2. Если a > 0, то 
[image: image433.wmf]3
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 > 0. Для любого x < 0 имеем аx < 0. Поэтому запись 
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 не имеет смысла, то есть среди x < 0 нет корней исходного уравнения. Для x = 0 имеем аx = 0 и 
[image: image435.wmf](

)

3

1

ax

 = 0 
[image: image436.wmf]3
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 > 0, т. е. x = 0 не является корнем исходного уравнения. Для любого x > 0 по определению степени с рациональным показателем перепишем уравнение в виде:
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или в виде
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(1)

Откуда следует, что для любого a > 0 уравнение (1) имеет единственный корень 1.

3. Если a < 0, то 
[image: image439.wmf]3
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 < 0, а левая часть исходного уравнения отрицательной быть не может, так как в положительную рациональную степень можно возвести только неотрицательное число ax. Поэтому в этом случае уравнение не имеет корней.
Следовательно, исходное уравнение: а) имеет единственный корень –1 для каждого a > 0; б) имеет бесконечное множество корней для a = 0; в) не имеет корней для каждого a < 0.
384(н). е) Вычислите 
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Решение. Преобразуем данное выражение, применив формулу суммы кубов и свойства степени с рациональным показателем: 
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389(н). Упростите выражение: 

а) 
[image: image446.wmf]8

1

a

a

a

a

×

; 
б) 
[image: image447.wmf]16

3

:

-

x

x

x

x

x

.
Решение. а) Сначала преобразуем выражение 
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, применив определение и свойства степени с рациональным показателем, затем умножим полученный результат на 
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в) Так как 
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Промежуточный контроль. С–16*.

3. Исторические сведения
В данном пункте излагается история изучения корней и степени с рациональным показателем.[image: image469][image: image470][image: image471]
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