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Рис. 53
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Рис. 54

10.4. Функция y = ctg  x
В данном пункте дано определение функции y = ctg x, сформулированы и обоснованы ее свойства, затем строится ее график. При построении графика используется график функции y = tg x. В конце пункта разобраны две задачи, в которых доказывается, что у функций y = tg x и y = ctg x не существует положительного периода, меньшего чем T = 
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. Тем самым доказано, что T = 
[image: image2.wmf]p

 является главным периодом функций y = tg x и y = ctg x.

Решения и комментарии

10.32. Сравните: а) ctg 
[image: image3.wmf]7

p

 и ctg 
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p

; 
г) ctg 
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11

p

 и ctg 
[image: image6.wmf]10

13

p
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Решение. а) Числа 
[image: image7.wmf]7
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 и 
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p

 принадлежат промежутку (0; 
[image: image9.wmf]p

), на котором функция 
y = ctg x убывает, 
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 < 
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, следовательно, ctg 
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 > ctg 
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г) Числа 
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 и 
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 принадлежат промежутку (
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; 2
[image: image17.wmf]p

), на котором функция y = сtg x убывает, 
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, следовательно, сtg 
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 > сtg 
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10.33. Постройте график функции: 

а) y = | ctg x |;
б) y = сtg | x |;
в) y = сtg x(sin x. 

Решение. а) Чтобы построить график функции y = | ctg x |, нужно сохранить точки графика функции y = ctg x, расположенные выше и на оси Ox, и симметрично отразить относительно оси Ox точки графика функции y = ctg x, расположенные ниже оси Ox (рис. 55).

б) Чтобы построить график функции y = сtg | x |, нужно сохранить точки графика функции y = сtg x, расположенные правее и на оси Oy, и симметрично отразив эту часть графика функции y = сtg x относительно оси Oy, получить вторую часть искомого графика функции (рис. 56). 

в) Так как сtg x sin x = cos x для всех x, кроме x = 
[image: image22.wmf]p

n, n 
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 Z, график функции 
y = сtg x sin x есть график функции y = cos x без точек, соответствующих числам 
x = 
[image: image24.wmf]p

n, n 
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 Z (рис. 57).

г) Так как ctg (
[image: image26.wmf]p

 – x) = сtg (–x) = – сtg x, то график функции y = сtg (
[image: image27.wmf]p

 – x) получится из графика функции y = сtg x с помощью симметрии относительно оси Ox.  

д) График функции y = сtg x + 1 получится из графика функции y = сtg x с помощью переноса на 1 единицу вверх (рис. 58). 
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е) Чтобы построить график функции y = | сtg x + 1 |, нужно перенести график функции y = сtg x на 1 единицу вверх, затем сохранить точки полученного графика, расположенные выше и на оси Ox, и симметрично отразить относительно оси Ox точки графика, располо​женные ниже оси Ox (рис. 59).

Рис. 55

Рис. 56
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Рис. 57
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Рис. 58
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Рис. 59

Промежуточный контроль. С–38.
Контрольная работа № 6.
§ 11. Тригонометрические уравнения и неравенства 

При изучении предыдущего тригонометрического материала уделялось внимание подготовке учащихся к решению тригонометрических уравнений и неравенств. Фактически учащиеся уже обучались решать уравнения и неравенства, но вопрос ставился иначе. Например, так: укажите все углы 
[image: image28.wmf]a

, для каждого из которых справедливо равенство sin 
[image: image29.wmf]a

 = 0 (или неравенство sin 
[image: image30.wmf]a

 > 0). Теперь с опорой на сформированные умения необходимо научить их решать простейшие и сводящиеся к ним тригонометрические уравнения и неравенства, освоить специальные приемы решения некоторых тригонометрических уравнений неравенств.

11.1. Простейшие тригонометрические уравнения 

В данном пункте введены понятия основных тригонометрических функций (
y = sin x, y = cos x, y = tg x, y = ctg x) и простейшего тригонометрического уравнения, понятие серии решений получены формулы для решения простейших тригонометрических уравнений sin x = a, cos x = a, tg x = a, ctg x = a, приведены примеры применения этих формул.

Упражнения к данному пункту учащиеся практически уже решали ранее, но с другой постановкой задания, например: «Укажите все углы 
[image: image31.wmf]a

, для которых справедливо равенство sin 
[image: image32.wmf]a

 = 1», теперь же требуется решить уравнение sin x = 1. 

Обратим внимание на то, что в учебнике не ставится цель сразу написать общую формулу решений уравнения sin x = a (|a| 
[image: image33.wmf]£

 1) в виде x = (–1)k arcsin a + 
[image: image34.wmf]p

k, k 
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 Z. Практика показывает, что раннее введение такой записи без должного понимания учащимися ее смысла, без объяснения «скрытого» в ней периода 2
[image: image36.wmf]p

 приводит к меха​ническому использованию этой записи с характерной ошибкой: (–1)k arcsin a + 2
[image: image37.wmf]p

k, k 
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 Z.

Учитывая, что для многих заданий вполне достаточно давать ответ в виде двух серий решений, на первых порах можно не требовать от учащихся записи ответа в сокращенном виде (особенно от слабых учащихся). А чтобы предупредить указанную выше ошибку, надо обязательно показать учащимся, что при k = 2n или k = 2n + 1, n 
[image: image39.wmf]Î

 Z ответ будет иметь вид arcsin a + 2
[image: image40.wmf]p

n, n 
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 Z или 
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 – arcsin a + 2
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n, n 
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 Z соответственно. 

Можно посоветовать учащимся не решать простейшее уравнение sin x = a по общим формулам в случаях a = 0, a = 1, a = –1, мотивируя совет тем, что, например, общая формула для решений уравнения sin x = 1 дает повторяющиеся решения. Если ответ записать в виде (–1)k 
[image: image45.wmf]2

p

 + 
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k, k 
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 Z, то, давая k значения 0, 1, 2, 3, … , получим решения 
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, 
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, 
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, 
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, … соответственно. Такие же повторы корней дают общие формулы для решений уравнений sin x = –1, cos x = –1.

Учащиеся, как правило, хорошо справляются с предлагаемыми заданиями, но учителю необходимо проследить, чтобы этот начальный этап обучения решению тригонометрических уравнений был освоен каждым учащимся. Проконтролировать умения учащихся решать простейшие тригонометрические уравнения можно с помощью самостоятельной работы С–39. 

Решения и комментарии

11.6. Решите уравнение: а) sin x = 
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; б) cos x = –
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Решение. а) Так как 
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 > 1, а sin x 
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 1 для каждого x 
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 R, то уравнение sin x = 
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 не имеет решений.
б) Так как –1 
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 –
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p
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 1, то уравнение cos x = –
[image: image61.wmf]4

p

 имеет две серии решений: 
xn = arcos (–
[image: image62.wmf]4

p

) + 
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n, n 
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 Z; xk = –arcos (–
[image: image65.wmf]4

p

) + 
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k, k 
[image: image67.wmf]Î

 Z. Две серии решений xn и xk можно объединить в одну: xm = 
[image: image68.wmf]±

arcos (–
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) + 
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m, m 
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 Z. 

Заметим, что серии решений xn и xk можно выразить, употребляя одну букву, что часто делается для краткости ответов в учебнике. Использовать же формулу arcos (–а) = 
[image: image72.wmf]p

 – arcos а на первых порах не целесообразно. Это только усложнит запись ответа.

11.7. При каких значениях а имеет хотя бы одно решение уравнение:

а) sin x = a;
б) cos x = a;
в) tg x = a; 
г) ctg x = a?

Решение. а) Уравнение sin x = a имеет хотя бы одно решение при каждом a 
[image: image73.wmf]Î

 [–1: 1].
б) Уравнение cos x = a имеет хотя бы одно решение при каждом a 
[image: image74.wmf]Î

 [–1: 1].

в) Уравнение tg x = a имеет хотя бы одно решение при каждом a 
[image: image75.wmf]Î

 R.
г) Уравнение ctg x = a имеет хотя бы одно решение при каждом a 
[image: image76.wmf]Î

 R.

Промежуточный контроль. С–39. 

11.2. Уравнения, сводящиеся к простейшим заменой неизвестного 

В данном пункте рассмотрены приемы решения тригонометрических уравнений, кото​рые после замены неизвестного t = f (x), где f (x) — одна из основных тригонометрических функций, сводятся к квадратному или рациональному уравнению. Здесь же показан прием решения тригонометрических уравнений с помощью замены аргумента у основных тригоно​метрических функций.

Решения и комментарии

11.14. Решите уравнение: а) sin2x = 
[image: image77.wmf]3

1

.

Введя новое неизвестное t = sin x, получим уравнение t2 = 
[image: image78.wmf]3
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, имеющие два корня t1 = 
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3

 и t2 = –
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3

. Поэтому множество решений уравнения sin2x = 
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 есть объединение множеств решений двух уравнений: 


sin x = 
[image: image82.wmf]3

3

 и sin x = –
[image: image83.wmf]3

3

.
(1)

Все решения первого уравнения задаются двумя сериями: 

xn = arcsin 
[image: image84.wmf]3
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 + 2
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n, n 
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 Z; xk = 
[image: image87.wmf]p

 – arcsin 
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 + 2
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k, k 
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 Z. 
Все решения второго уравнения задаются двумя сериями: 

xp = arcsin (–
[image: image91.wmf]3

3

) + 2
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p, p 
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 Z; xq = 
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 – arcsin (–
[image: image95.wmf]3

3

) + 2
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q, q 
[image: image97.wmf]Î

 Z.

Все решения исходного уравнения задаются четырьмя сериями: xn, xk, xp, xq.
Замечания. 1. Описанную выше замену неизвестного обычно делают в уме и сразу находят объединение множеств решений уравнений (1).
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2. Для наглядной иллюстрации решений исходного уравнения можно изобразить в системе координат uOv единичную окружность (рис. 60). Тогда на пересечении прямой v = 
[image: image98.wmf]3

3

 и единичной окружности получим две точки A и B, соответствующие углам, имеющим радианную меру x (далее будем писать коротко: углам x), для которых sin x = 
[image: image99.wmf]3

3

. Аналогично получим точки C и D, соответствующие углам x, для которых sin x = –
[image: image100.wmf]3

3

. 
Рис. 60

Таким образом, точки A и B, соответствуют всем решениям уравнения 
sin x = 
[image: image101.wmf]3

3

, а точки C и D, соответствуют всем решениям уравнения sin x = –
[image: image102.wmf]3

3


Учитывая симметричность пар точек A и C; B и D относительно точки O, а также симметричность точек A и D относительно оси u, все решения исходного уравнения можно задать одной серией xm = 
[image: image103.wmf]±

arcsin 
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 + 
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m, m 
[image: image106.wmf]Î

 Z.

Промежуточный контроль. С–40. 

11.3. Применение основных тригонометрических формул для решения уравнений 

В данном пункте рассмотрены применение основного тригонометрического тождества, формул сложения, приемов понижения кратности угла и понижения степени уравнения.

Рассказывая о понижении степени уравнения, можно привести второй способ решения ранее рассмотренного уравнения sin2x = 
[image: image107.wmf]3
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:

sin2x = 
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 cos 2x = 
[image: image113.wmf]3

1

.

Все решения последнего в цепочке равносильных уравнений составляют серию решений xn = 
[image: image114.wmf]±



 EMBED Equation.3  [image: image115.wmf]2

1

arccos 
[image: image116.wmf]3
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 + 
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n, n 
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 Z, которые и являются решениями уравнения sin2x = 
[image: image119.wmf]3
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.

Замечание. При решении одного и того же уравнения (№ 11.4, а) разными способа​ми получены ответы, записанные разными способами: 

xm = 
[image: image120.wmf]±

arcsin 
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 + 
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m, m 
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 Z и xn = 
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 EMBED Equation.3  [image: image125.wmf]2
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arccos 
[image: image126.wmf]3

1

 + 
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n, n 
[image: image128.wmf]Î

 Z. 
(1)

Полезно убедиться, что xm и xn задают одну и ту же серию решений. Для этого достаточно доказать, что углы 
[image: image129.wmf]a

 = arcsin 
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 и 
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 = 
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arccos 
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 равны. Так как 
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 и 
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 — углы из промежутка (0; 
[image: image136.wmf]2

p

), и на этом промежутке функция y = sin x принимает каждое значение один раз, то для доказательства равенства 
[image: image137.wmf]a

 и 
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 достаточно доказать, что sin 
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 = sin 
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. 

Так как 
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 (0; 
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), то sin 
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 > 0, поэтому sin 
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 = 
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1
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 = 
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. Так как 
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 (0; 
[image: image151.wmf]2

p

), то sin 
[image: image152.wmf]a

 > 0, поэтому sin 
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 = 
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. Следовательно, 
sin 
[image: image155.wmf]a

 = sin 
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, а это означает, что 
[image: image157.wmf]a

 = 
[image: image158.wmf]b

.
Итак, обе формулы (1) задают одну и ту же серию решений исходного уравнения.

Полезно обратить внимание учащихся на то, что в зависимости от способа решения уравнения, ответ может быть записан в различных формах. Учащиеся должны уметь доказывать, что ответы, записанные разными способами, на самом деле одинаковы, но обязательным элементом решения уравнения это доказательство не является.

Решения и комментарии

11.17. Решите уравнение: а) sin x cos 
[image: image159.wmf]3

p

 + sin 
[image: image160.wmf]3

p

 cos x = 0.

Используя формулу синуса суммы двух углов, перепишем исходное уравнение в виде sin (x  + 
[image: image161.wmf]3

p

) = 0.

Множество всех решений последнего уравнения задается формулой: 
xт  + 
[image: image162.wmf]3
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 = 
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m, m 
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 Z; откуда находим все решения исходного уравнения: 
xт  = –
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 + 
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 Z.

11.18. Решите уравнение: 

а) 
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3

sin x – 
[image: image169.wmf]2
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cos x = –
[image: image170.wmf]2

1

; 
в) sin x – 
[image: image171.wmf]3

cos x = 2; 
д) sin x + cos x = –1.

Решение. а) Перепишем исходное уравнение в виде

sin x cos 
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 – sin 
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 cos x = –
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,

sin (x – 
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) = –
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.

Множество всех решений последнего уравнения задается формулами:

xт – 
[image: image177.wmf]6

p

 = –
[image: image178.wmf]6

p

 + 2
[image: image179.wmf]p

m, m 
[image: image180.wmf]Î

 Z и xn – 
[image: image181.wmf]6
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 = –
[image: image182.wmf]6
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 + 2
[image: image183.wmf]p

n, n 
[image: image184.wmf]Î

 Z,

откуда находим все решения исходного уравнения: xт  = 2
[image: image185.wmf]p

m, m 
[image: image186.wmf]Î

 Z; xn = –
[image: image187.wmf]3

2

p

 + 2
[image: image188.wmf]p

n, n 
[image: image189.wmf]Î

 Z.

в) Разделив исходное уравнение на число 2, перепишем его в виде


[image: image190.wmf]2

1

sin x – 
[image: image191.wmf]2

3

cos x = 1,

sin x cos 
[image: image192.wmf]3

p

 – sin 
[image: image193.wmf]3

p

 cos x = 1,

sin (x – 
[image: image194.wmf]3

p

) = 1.

Множество всех решений последнего уравнения задается формулой: 
xт – 
[image: image195.wmf]3

p

 = 
[image: image196.wmf]2

p

 + 2
[image: image197.wmf]p

m, откуда находим все решения исходного уравнения: 

xт  = 
[image: image198.wmf]6
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p

 + 2
[image: image199.wmf]p

m, m 
[image: image200.wmf]Î

 Z.

д) Умножив исходное уравнение на число 
[image: image201.wmf]2

2

, перепишем его в виде


[image: image202.wmf]2

2

sin x + 
[image: image203.wmf]2

2

cos x = –
[image: image204.wmf]2

2

,

sin (x + 
[image: image205.wmf]4

p

) = –
[image: image206.wmf]2

2

.

Множество всех решений последнего уравнения задается формулами: 

xт + 
[image: image207.wmf]4

p

 = –
[image: image208.wmf]4

p

 + 2
[image: image209.wmf]p

m, m 
[image: image210.wmf]Î

 Z и xn + 
[image: image211.wmf]4

p

 = –
[image: image212.wmf]4

3

p

 + 2
[image: image213.wmf]p

n, n 
[image: image214.wmf]Î

 Z,

откуда находим все решения исходного уравнения: xт  = –
[image: image215.wmf]2

p

 + 2
[image: image216.wmf]p

m, m 
[image: image217.wmf]Î

 Z; xn = 
= –
[image: image218.wmf]p

 + 2
[image: image219.wmf]p

n, n 
[image: image220.wmf]Î

 Z.

11.21. а) Решите уравнение: 


3 cos 2x – 5cos x = 1.
(1)

Сколько решений это уравнение имеет на отрезке [0; 2
[image: image221.wmf]p

]? Выпишите их.

Используя формулу косинуса двойного угла, перепишем уравнение (1) в виде


6 cos 2x – 5cos x – 4 = 0.
(2)

Введем новое неизвестное t = cos x, уравнение (2) превратится в квадратное уравнение с неизвестным t: 


6 t2 – 5 t – 4 = 0,

имеющее имеет два корня: t1 = –
[image: image222.wmf]2

1

 и t2 = 
[image: image223.wmf]12

17

.

Следовательно, множество решений уравнения (2) есть объединение множеств решений двух уравнений:


cos x = –
[image: image224.wmf]2

1


 и 
cos x = 
[image: image225.wmf]12

17

.

Все решения первого из этих уравнений составляют две серии решений 

xт = 
[image: image226.wmf]3

2

p

 + 2
[image: image227.wmf]p

m, m 
[image: image228.wmf]Î

 Z; xn = –
[image: image229.wmf]3
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p

 + 2
[image: image230.wmf]p

n, n 
[image: image231.wmf]Î

 Z,

а второе уравнение решений не имеет. Следовательно, все решения уравнения (1) составляют те же две серии решений.

Отрезку [0; 2
[image: image232.wmf]p

] принадлежат только одно число из серии xт (при m = 0) и только одно число из серии xn (при n = 1), всего два решения: 
[image: image233.wmf]3

2

p

 и 
[image: image234.wmf]3

4

p

.
Итак, уравнение (1) имеет две серии решений: 
[image: image235.wmf]3

2

p

 + 2
[image: image236.wmf]p

m, m 
[image: image237.wmf]Î

 Z; 
–
[image: image238.wmf]3

2

p

 + 2
[image: image239.wmf]p

n, n 
[image: image240.wmf]Î

 Z; отрезку [0; 2
[image: image241.wmf]p

] принадлежат только два решения исходного уравнения: 
[image: image242.wmf]3

2

p

 и 
[image: image243.wmf]3

4

p

. 

11.23. а) Решите уравнение:


cos 4x + 6sin2 x = 1
(3)

Используя тождества cos 4x = 2cos2 2x – 1 и sin2 x = 
[image: image244.wmf]2

2

cos

1

x

-

, перепишем уравнение (3) в виде


2 cos2 2x – 3 cos 2x + 1 = 0.
(4)

Введем новое неизвестное t = cos 2x, уравнение (4) превращается в квадратное уравнение с неизвестным t: 


2 t2 – 3 t + 1 = 0,

имеющее два корня: t1 = 
[image: image245.wmf]2

1

 и t2 = 1.

Следовательно, множество решений уравнения (4) есть объединение множеств решений двух уравнений:


cos2 x = 
[image: image246.wmf]2

1


 и 
cos 2x = 1.

Все решения первого из этих уравнений составляют одну серию решений 
xт = 
[image: image247.wmf]±



 EMBED Equation.3  [image: image248.wmf]6

p

 + 
[image: image249.wmf]p

m, m 
[image: image250.wmf]Î

 Z, а все решения второго уравнения составляют одну серию решений xk = 
[image: image251.wmf]p

k, k 
[image: image252.wmf]Î

 Z. Следовательно, все решения уравнения (3) составляют те же две серии решений.

Промежуточный контроль. С–41. 

11.4. Однородные уравнения

В данном пункте рассмотрены однородные тригонометрические уравнения и способ их решения с помощью перехода к равносильным им уравнениям относительно тангенса, приведены примеры решения однородных уравнений первой, второй и третьей степени.

Решения и комментарии

11.26. Решите уравнение: а) sin x – cos x  = 0.

Исходное уравнение равносильно уравнению tg x – 1 = 0, имеющему одну серию решений xт = 
[image: image253.wmf]4

p

 + 
[image: image254.wmf]p

m, m 
[image: image255.wmf]Î

 Z, следовательно, исходное уравнение имеет ту же серию решений.

11.29. Решите уравнение: а) sin2 x – 3sin x cos x + 2cos2 x = 0.

Исходное уравнение равносильно уравнению 


tg 2x – 3tg x + 2 = 0.
(1)

Сделав замену неизвестного t = tg x, получим квадратное уравнение 

t2 – 3t + 2 = 0, имеющее два корня: t1 = 1 и t2 = 2.

Следовательно, множество решений уравнения (1) есть объединение множеств решений двух уравнений:


tg x = 1
и 
tg x = 2.

Все решения первого из этих уравнений составляют серию решений xт = 
[image: image256.wmf]4

p

 + 
[image: image257.wmf]p

m, m 
[image: image258.wmf]Î

 Z, а все решения второго уравнения составляют серию решений 
xn = arctg 2 + 
[image: image259.wmf]p

n, n 
[image: image260.wmf]Î

 Z. Следовательно, все решения исходного уравнения, равносильного уравнению (1) составляют те же две серии решений.

11.30. Решите уравнение: а) sin3 x – 2sin2 x cos  x – sin x cos2 x + 2cos3 x = 0. 

Исходное уравнение равносильно уравнению 


tg 3x – 2tg 2x – tg x + 2 = 0.
(2)

Сделав замену неизвестного t = tg x, получим уравнение t 3 – 2t2 – t + 2 = 0, имеющее три корня: t1 = –1, t2 = 1, t3 = 2.

Следовательно, множество решений уравнения (2) есть объединение множеств решений трех уравнений:


tg x = –1,
tg x = 1, 
tg x = 2.

Решая каждое из этих простейших тригонометрических уравнений, находим, что множество всех решений уравнения (2), а значит и исходного уравнения, состоит из трех серий решений: xт = –
[image: image261.wmf]4
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 + 
[image: image262.wmf]p

m, m 
[image: image263.wmf]Î

 Z, xk = 
[image: image264.wmf]4

p

 + 
[image: image265.wmf]p

k, 
k 
[image: image266.wmf]Î

 Z, xn = arctg 2 + 
[image: image267.wmf]p

n, n 
[image: image268.wmf]Î

 Z. 

Две первые серии можно объединить в одну: xт = 
[image: image269.wmf]4

p

 + 
[image: image270.wmf]2

m

p

, m 
[image: image271.wmf]Î

 Z.

11.31. Решите уравнение: а) 2cos 4x – cos3 x = 2 – cos2 x.

Используя тождества

cos 4x = 2cos2 2x – 1 = 2(2cos2 x – 1) – 1 = 8cos4 x – 8cos2 x + 1,

перепишем исходное уравнение в виде 


16cos4 x – cos3 x = 0

или в виде 


cos3 x (cos x – 
[image: image272.wmf]16

1

) = 0.
(3)

Следовательно, множество решений уравнения (3) есть объединение множеств решений двух уравнений:


cos x = 0
и 
cos x = 
[image: image273.wmf]16

1

.

Все решения первого из этих уравнений составляют серию решений xт = 
[image: image274.wmf]2

p

 + 
[image: image275.wmf]p

m, m 
[image: image276.wmf]Î

 Z, а все решения второго уравнения составляют серию решений 
xn = 
[image: image277.wmf]±

arccos 
[image: image278.wmf]16

1

 + 2
[image: image279.wmf]p

n, n 
[image: image280.wmf]Î

 Z. Следовательно, все решения исходного уравнения составляют те же две серии решений.

Промежуточный контроль. С–42.

11.5. Простейшие неравенства для синуса и косинуса 
В данном пункте рассмотрены неравенства sin x > a, sin x < a, cos x > a, 
cos x < a. Приведены их решения в общем виде и для конкретных значений a. Опираясь на рисунки учебника с графиками функций y = sin x и y = cos x, надо показать, как читаются промежутки решений (слева направо). Полезно показать и второй способ получения тех же ответов с помощью единичной окружности, читая промежутки от меньшего числа к большему против часовой стрелки. Далее для нескольких неравенств показаны оба способа решения тригонометрических неравенств.

Решения и комментарии

11.34. Решите неравенство: а) sin x > 
[image: image281.wmf]2

1

; г) sin x < 
[image: image282.wmf]2

1

.
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Решение. I способ. В системе координат xOy построим графики функций 
y = sin x и y = 
[image: image283.wmf]2

1

, отметим точки пересечения графиков (рис. 61). На оси Ox им соответствуют точки 
[image: image284.wmf]6

p

, 
[image: image285.wmf]6

5

p

, 
[image: image286.wmf]6

13

p

 и др.

Рис. 61

а) Все точки графика y = sin x, расположенные выше прямой y = 
[image: image287.wmf]2

1

, соответствуют таким значениям x, для которых sin x > 
[image: image288.wmf]2

1

. Эти точки графика выделены жирной линией, а соответствующие им промежутки значений x, являющиеся решениями неравенства sin x > 
[image: image289.wmf]2

1

, выделены штриховкой (рис. 61). Эти решения составляют серию промежутков (
[image: image290.wmf]6

p

 + 2
[image: image291.wmf]p

n; 
[image: image292.wmf]6
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 + 2
[image: image293.wmf]p

n), n 
[image: image294.wmf]Î

 Z.

г) Все точки графика y = sin x, расположенные ниже прямой y = 
[image: image295.wmf]2

1

, соответствуют таким значениям x, для которых sin x < 
[image: image296.wmf]2

1

. Эти точки графика изображены тонкой линией, а соответствующие им промежутки значений x, являющиеся решениями неравенства sin x < 
[image: image297.wmf]2

1

, не выделены штриховкой (рис. 61). Эти решения составляют серию промежутков (
[image: image298.wmf]6
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 + 2
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n; 
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 + 2
[image: image301.wmf]p

n), n 
[image: image302.wmf]Î

 Z. 

II способ. В системе координат uOv построим единичную окружность, на которой отметим две точки, соответствующие углам x, для которых sin x = 
[image: image303.wmf]2

1

. Они получатся на пересечении прямой v = 
[image: image304.wmf]2

1

 и единичной окружности.

а) Все точки, расположенные выше прямой v = 
[image: image305.wmf]2

1

, соответствуют углам x, для которых sin x > 
[image: image306.wmf]2

1

 (эти точки выделены жирной линией). Поэтому все решения исходного неравенства составляют серию промежутков 

(
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 + 2
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n), n 
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 Z (рис. 62).

г) Все точки, расположенные ниже прямой v = 
[image: image312.wmf]2

1

, соответствуют углам x, для которых sin x < 
[image: image313.wmf]2

1

 (эти точки выделены жирной линией). Поэтому все решения исходного неравенства составляют серию промежутков (
[image: image314.wmf]6
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n; 
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n), n 
[image: image318.wmf]Î

 Z (рис. 63). 
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Рис. 62
Рис. 63

11.37. Решите неравенство: а) cos x > 
[image: image319.wmf]4

3

; г) cos x < 
[image: image320.wmf]4

3

. 
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Решение. I способ. Построим в системе координат xOy графики функций 
y = cos x и y = 
[image: image321.wmf]4

3

, отметим точки пересечения графиков (рис. 64). На оси Ox им соответствуют точки 
[image: image322.wmf]0

a

 = arccos 
[image: image323.wmf]4

3

, 
[image: image324.wmf]1

a

 = –arccos 
[image: image325.wmf]4

3

, 
[image: image326.wmf]2

a

 = 2
[image: image327.wmf]p

 – arccos 
[image: image328.wmf]4

3

 и др.

Рис. 64

а) Все точки графика y = cos x, расположенные выше прямой y = 
[image: image329.wmf]4

3

, соответствуют таким значениям x, для которых cos x > 
[image: image330.wmf]4

3

. Эти точки графика выделены жирной линией, а соответствующие им промежутки значений x, являющиеся решениями неравенства 
cos x > 
[image: image331.wmf]4

3

, выделены штриховкой (рис. 64). Эти решения составляют серию промежутков (–arccos 
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г) Все точки графика y = cos x, расположенные ниже прямой y = 
[image: image337.wmf]4

3

, соответствуют таким значениям x, для которых cos x < 
[image: image338.wmf]4

3

. Эти точки графика изображены тонкой линией, а соответствующие им промежутки значений x, являющиеся решениями неравенства 
cos x < 
[image: image339.wmf]4

3

, не выделены штриховкой (рис. 64). Эти решения составляют серию промежутков (arccos 
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 – arccos 
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 Z. 

II способ. В системе координат uOv построим единичную окружность, на которой отметим две точки, соответствующие углам x, для которых cos x = 
[image: image346.wmf]4

3

. Они получатся на пересечении прямой u = 
[image: image347.wmf]4

3

 и единичной окружности.

а) Все точки, расположенные правее прямой u = 
[image: image348.wmf]4

3

, соответствуют углам x, для которых cos x > 
[image: image349.wmf]4

3

. Поэтому все решения исходного неравенства составляют серию промежутков (–arccos 
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 + 2
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n; arccos 
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 + 2
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 Z (рис. 65).

г) Все точки, расположенные левее прямой u = 
[image: image355.wmf]4

3

, соответствуют углам x, для которых cos x < 
[image: image356.wmf]4

3

. Поэтому все решения исходного неравенства составляют серию промежутков (arccos 
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 + 2
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 – arccos 
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 Z (рис. 66). 
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Рис. 65
Рис. 66

Замечание. Характерная ошибка учащихся при решении тригонометрических неравенств заключается в том, что при чтении промежутков они не соблюдают главного требования: промежутки читаются от меньшего числа к большему (т. е. на окружности против часовой стрелки). 

11.6. Простейшие неравенства для тангенса и котангенса 
В данном пункте рассмотрены неравенства tg x > a, tg x < a, ctg x > a, ctg x < a. Опираясь на рисунки учебника с графиками функции y = tg x и y = ctg x, надо показать, как читаются промежутки решений (слева направо), потом показать, как те же ответы можно получать с помощью единичного круга, читая промежутки от меньшего числа к большему против часовой стрелки.

Решения и комментарии

11.39. Решите неравенство: а) tg x > 1; ж) tg x < 1.
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Решение. I способ. В системе координат xOy построим графики функций 
y = tg x и y = 1, отметим точки пересечения графиков (рис. 67). На оси Ox им соответствуют точки 
[image: image363.wmf]4

p

, 
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5

p

 и др.

Рис. 67

а) Все точки графика y = tg x, расположенные выше прямой y = 1, соответствуют значениям x, для которых tg x > 1. Эти точки графика выделены жирной линией, а соответствующие им промежутки значений x, являющиеся решениями неравенства tg x > 1 выделены штриховкой (рис. 67). Эти решения составляют серию промежутков (
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ж) Все точки графика y = tg x, расположенные ниже прямой y = 1, соответствуют значениям x, для которых tg x < 1. Эти точки графика изображены тонкой линией, а соответствующие им промежутки значений x, являющиеся решениями неравенства tg x < 1, не выделены штриховкой (рис. 67). Эти решения составляют серию промежутков (–
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II способ. В системе координат uOv построим единичную окружность, на которой отметим две точки, соответствующие углам x, для которых tg x = 1. Они получатся на пересечении единичной окружности и прямой, проходящей через начало координат и точку 1 оси тангенсов.
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Рис. 68
Рис. 69

а) Все точки единичной окружности, соответствующие углам x, для которых tg x > 1, выделены жирной линией. Все решения исходного неравенства составляют серию промежутков (
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+ 
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 + 
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 Z (рис. 68). 

ж) Все точки единичной окружности, соответствующие углам x, для которых tg x < 1, выделены жирной линией. Все решения исходного неравенства составляют серию промежутков (–
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 + 
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 Z (рис. 69).

11.42. Решите неравенство: а) ctg x > 2; г) ctg x < 2. 

Решение. а) I способ. В системе координат xOy построим графики функций y = ctg x и y = 2, отметим точки пересечения графиков (рис. 70). На оси Ox им соответствуют точки 
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 = arcctg 2, 
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 = arcctg 2 + 
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 и др.

Все точки графика y = сtg x, расположенные выше прямой y = 2, соответствуют значениям x, для которых ctg x > 2. Эти точки графика выделены жирной линией, а соответствующие им промежутки значений x, являющиеся решениями неравенства ctg x > 2 выделены штриховкой (рис. 70). Эти решения составляют серию промежутков (
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г) Все точки графика y = ctg x, расположенные ниже прямой y = 2, соответствуют значениям x, для которых ctg x < 2. Эти точки графика изображены тонкой линией, а соответствующие им промежутки значений x, являющиеся решениями неравенства ctg x < 2, не выделены штриховкой (рис. 70). Эти решения составляют серию промежутков (arcctg 2 + 
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Рис. 70

II способ. В системе координат uOv построим единичную окружность, на которой отметим две точки, соответствующие углам x, для которых ctg x = 2. Они получатся на пересечении единичной окружности и прямой, проходящей через начало координат и точку 2 оси котангенсов.

а) Все точки единичной окружности, соответствующие углам x, для которых сtg x > 2, выделены жирной линией. Все решения исходного неравенства составляют серию промежутков (
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 Z (рис. 71).
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г) Все точки единичной окружности, соответствующие углам x, для которых сtg x < 2, выделены жирной линией. Все решения исходного неравенства составляют серию промежутков (arcctg 2 + 
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 + 
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 Z (рис. 72). 


Рис. 71
Рис. 72

11.7. Неравенства, сводящиеся к простейшим заменой неизвестного 
В данном пункте рассмотрены приемы решения тригонометрических неравенств, кото​рые после замены неизвестного t = f (x), где f (x) — одна из основных тригонометрических функций, сводятся к квадратному или рациональному неравенству. Здесь же показан прием решения тригонометрических неравенств с помощью замены аргумента у основных тригоно​метрических функций. 

Решения и комментарии

11.44. а) Решите неравенство 


sin2 x – 
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sin x < 0.
(1)

Введем новое неизвестное t = sin x. Неравенство (1) перепишется в виде 


t2 – 
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t  < 0. 
(2)

Множество всех решений неравенства (2) есть все t из промежутка 0 < t < 
[image: image404.wmf]2
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. Поэтому все решения неравенства (1) есть решения двойного неравенства 
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0 < sin x  < 
[image: image405.wmf]2
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(3)

Множество всех решений неравенства (3), а значит, и неравенства (1), есть две серии интер​валов (2
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 Z (рис. 73).

11.47. а) Решите неравенство 


sin 2x > 0.
(4)

Введем новое неизвестное t = 2x. Неравенство (4) перепишется в виде 


sin t > 0. 
(5)
Рис. 73
Множество всех решений неравенства (5) есть серия интервалов 2
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 Z, следовательно, множество всех решений неравенства (4) находим из условий 

2
[image: image418.wmf]p

n < 2x  < 
[image: image419.wmf]p

 + 2
[image: image420.wmf]p

n,

оно задается двойным неравенством 
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Следовательно, множество неравенство решений неравенства (4) есть серия интервалов (
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Промежуточный контроль. С–43.
11.8. Введение вспомогательного угла

В данном пункте рассмотрено введение вспомогательного угла. Применение этого приема показано на примерах решения уравнений и неравенств. В предыдущих пунктах уже решались уравнения вида a sin x + b cos x = 0 находились наибольшее и наименьшее значение функции y = a sin x + b cos x. Но только теперь применение приема рассматри​вается в общем виде.

Решения и комментарии

11.50. а) Решите уравнение 


4sin x – 5cos x = 2.
(1)
Разделив обе части уравнения (1) на число 
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, перепишем это уравнение в виде
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sin x – 
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Подберем такой угол 
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, тогда уравнение (2) перепишется в виде


sin (x – 
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Так как 
[image: image441.wmf]41

2

 < 1, то множество решений уравнения (3) задается формулами 
xn – 
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 Z, откуда получим, что уравнение (1) имеет две серии решений: 

xn = 
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11.52. а) Решите неравенство 


sin x + cos x > –
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Разделив обе части неравенства (1) на положительное число 
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, перепишем это неравенство в виде
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cos x > –1.
(5)
Так как 
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, то неравенство (5) перепишется в виде


sin (x + 
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) > –1.
(6)
Все решения неравенства (6) задаются условиями 


–
[image: image472.wmf]2

p

 + 2
[image: image473.wmf]p

n < x + 
[image: image474.wmf]4

p

 < 
[image: image475.wmf]2

3

p

 + 2
[image: image476.wmf]p

n, n 
[image: image477.wmf]Î

 Z (рис. 74),
Рис. 74
откуда находим все решения неравенства (6): 


–
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Следовательно, все решения неравенства (4) составляют серию интервалов 
(–
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Замечание. Так как неравенство (6) равносильно неравенству sin (x + 
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 –1, то все решения неравенства (6) можно было задать другим условием: 
x + 
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 Z, тогда все решения неравенства (4) можно записать и так: x 
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Обратим внимание на то, что однородные тригонометрического уравнения первой и второй степени можно решать двумя способами:

1) введением вспомогательного угла

и
2) сведением к равносильному уравнению относительно тангенса (п. 11.4 учебника).

Причем оба способа одинаково трудоемки.

В то же время однородные тригонометрического неравенства первой и второй степени предпочтительнее решать введением вспомогательного угла, так как сводить их к неравенствам относительно тангенса очень трудоемкая задача.

Например, рассмотрим решение неравенства 


sin x – cos x > 0.
(7)
I способ. Вводя вспомогательный угол, перепишем неравенство (7) в виде


sin (x – 
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Множество всех решений неравенства (8) задается условиями 

2
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Откуда находим множество всех решений неравенства (7): 
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II способ. Для решения неравенства (7) вторым способом, надо решить три системы:
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и затем объединить решения трех систем.

Ясно, что первый способ предпочтительнее.
11.54. б) Решите неравенство 


3sin2 x – 2
[image: image513.wmf]3

sin x cos x – 3cos2 x > 0.
(9)
I способ. Перепишем неравенство (9), разложив его левую часть на множители:


(sin x – 
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Разделим неравенство (10) на 4
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Преобразуем левую часть неравенства, введя вспомогательный угол:


sin (x – 
[image: image521.wmf]3

p
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Далее можно решить две системы неравенств и, объединив множества их решений, получить множество решений неравенства (9). Применим другой прием. Так как 
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то после умножения на 2 неравенство (12) перепишется в виде


2sin (x – 
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или в виде


sin (2x – 
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(13)
Все решения неравенства (13) задаются условиями 
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откуда находим все решения неравенства (13): 
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Следовательно, все решения неравенства (9) составляют серию интервалов 
(
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II способ. 1) Если соs x = 0, т. е. если xk = 
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 Z, то справедливо неравен​ство 


3sin2 xk – 2
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sin xk cos xk – 3cos2 xk > 0.

Это означает, что все числа xk являются решениями неравенства (9) (рис. 75, а). 

2) Если соs x 
[image: image549.wmf]¹

 0, т. е. если x 
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n, то неравенство (9) можно переписать в виде


cos2 x (3tg2 x – 2
[image: image553.wmf]3

tg x – 3) > 0.
(14)
Так как cos2 x > 0, то неравенство (14) равносильно неравенству


3tg2 x – 2
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tg x – 3 > 0.
(15)
Введя новое неизвестное t = tg x, перепишем неравенство (15) в виде


3t2 – 2
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t – 3 > 0.
(16)
Множество всех решений неравенства (16) есть все t < –
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 и все t > 
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. Поэтому множество решений неравенства (9) есть объединение множеств решений неравенств 


tg x > 
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 и tg x < –
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Множество решений первого неравенства есть серия интервалов 
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 Z, а множество решений второго неравенств есть серия интервалов (
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 + 
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 + 
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 Z. Тогда множество решений неравенства (14) есть объединение этих интервалов (рис. 75, б).

3) Объединив все найденные решения, получим множество решений неравенства (9): (
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 Z (рис. 75, в). 
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Рис. 75

Наиболее простым представляется следующий способ решения данного неравенства. 

III способ. Применив формулы синуса и косинуса двойного угла, перепишем неравенство (9) в виде


–3cos 2x – 
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sin 2x > 0.
Разделив обе части этого неравенства на –2
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, перепишем его в виде 
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cos 2x + 
[image: image578.wmf]2

1

sin 2x < 0.
(17)
Так как 
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 = sin 
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, а 
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 = cos 
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, то неравенство (17) перепишется в виде


sin (2x + 
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) < 0.
(18)
Все решения неравенства (18) задаются условиями 
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 Z. Отсюда получим, что все решения неравенства (9) есть серия интервалов (
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 Z (рис. 75, в). 

Замечание. При выполнении задания 11.54 вторым способом часто пропускают первый шаг решения и, как следствие, теряют решения xk.

11.9. Замена неизвестного t = sin x + cos x 
В данном пункте рассмотрен специальный прием решения уравнений и неравенств, содержащих выражения sin x + cos x (или sin x – cos x) и sin x cos x. 

Решения и комментарии

11.56. а) Решите уравнение 


2sin x cos x + sin x + cos x = 1.
(7)
Сделаем замену неизвестного t = sin x + cos x и выразим через t выражение 2sin x cos x.

t2 = 1 + 2sin x cos x, откуда 2sin x cos x = t2 – 1,

поэтому уравнение (7) перепишется в виде


t2 + t – 2 = 0.
(8)
Уравнение (8) имеет два корня: t1 = 1 и t2 = –2, следовательно, множество решений уравнения (7) есть объединение множеств решений двух уравнений 

sin x + cos x = 1 и sin x + cos x = –2.

Перепишем эти уравнения с помощью введения вспомогательного угла: 

sin (x + 
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) = 
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 и sin (x + 
[image: image597.wmf]4

p

) = –
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.

Первое из этих уравнений имеет две серии решений xn = 2
[image: image599.wmf]p

n, n 
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 Z и xk = 
[image: image601.wmf]2

p

 + 2
[image: image602.wmf]p

k, k 
[image: image603.wmf]Î

 Z, а второе уравнение не имеет решений, так как sin (x + 
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) 
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 –1 для любого x 
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 R, а –
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 < –1.

Итак, уравнение (7) имеет две серии решений xn = 2
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n, n 
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 Z и xk = 
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 + 2
[image: image611.wmf]p

k, 
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11.58. а) Решите уравнение 


sin3 x + cos3 x = sin 2x + 1.
(9)
Перепишем уравнение (9) в виде 


(sin x + cos x)(1 – sin x cos x) = 2sin x cos x + 1.
(10)
Используя замену неизвестного t = sin x + cos x, перепишем уравнение (10) в виде


t (1 – 
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) = t2.
(11)
Уравнение (11) имеет три корня: t1 = 0, t2 = 1 и t2 = –3, следовательно, множество решений уравнения (9) есть объединение множеств решений трех уравнений 

sin x + cos x = 0, sin x + cos x = 1 и sin x + cos x = –3.

Решим эти уравнения введением вспомогательного угла. 

Первое из них имеет одну серию решений: xn = –
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 + 
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 Z, второе — две серии решений: xm = 
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 Z и xk = 2
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k, k 
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 Z, а третье — не имеет решений, так как sin x + cos x > –2 для любого x 
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 R, а –3 < –2.
Итак, уравнение (9) имеет три серии решений: xm, xn и xk.

11.59. а) Решите неравенство 


sin 2x – 3sin x – 3cos x + 3 < 0.
(12)
Используя замену неизвестного t = sin x + cos x, перепишем неравенство (12) в виде


t 2 – 3t + 2 < 0.
(13)
Все решения неравенства (13) есть все t из промежутка: 1 < t < 2, следовательно, множество решений неравенства (12) совпадает с множеством решений двойного неравенства  


1 < sin x + cos x < 2.
(14)

Используя введение вспомогательного угла, перепишем это неравенство в виде
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Неравенство sin (x + 
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 справедливо для любого x 
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 R, а все решения неравенства sin (x + 
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 задаются условиями 



[image: image631.wmf]4

p

 + 2
[image: image632.wmf]p

n < x + 
[image: image633.wmf]4

p

 < 
[image: image634.wmf]4

3

p

 + 2
[image: image635.wmf]p

n, n 
[image: image636.wmf]Î

 Z,

откуда найдем все решения неравенства (14) 2
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n < x < 
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Итак, решения неравенства (12) составляют серии интервалов: (2
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Промежуточный контроль. С–44, С–45 (повторение).
Контрольная работа № 7 
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