Глава II. Тригонометрические формулы. Тригонометрические функции 

Особенностью изложения материала главы II является то, что сначала (в §§ 7–9) изучаются тригонометрические функции угла с опорой на геометрические иллюстрации и факты. Подчеркнём, что аргументом у этих функций является угол. Все их свойства доказываются для углов, решаются задачи на нахождение всех углов, удовлетворяющих некоторым равенствам или неравенствам. Только в §§ 10–11 речь идет о тригонометрических функциях числового аргумента и о решении тригонометрических уравнений и тригонометрических неравенств, в которых неизвестным является число, а не угол.  

Изложения тригонометрического материала в учебнике таково, что все формулы доказываются с минимальной опорой на геометрию сначала для синуса и косинуса, а потом для тангенса и котангенса. 

Все формулы сложения и следствия из них в учебнике доказаны, но термин «формулы приведения» в учебнике не используется по двум причинам. Во-первых, эти формулы появляются постепенно по мере их доказательства, а во-вторых, правило для запоминания формул (мнемоническое правило) является лишь методическим приемом, который описан в дидактических материалах и будет применяться учителем тогда, когда учитель посчитает это целесообразным.

Функциональная линия учебника продолжается изучением тригонометрических функций, их свойств и графиков. Линия уравнений и неравенств — решением тригоно​метрических уравнений и неравенств. 

При профильном обучении предусмотрено изучение арксинуса, арккосинуса, арктангенса, формул для них, следствий из формул сложения, не предусмотренных при обучении на базовом уровне, а также специальных приемов решения тригонометрических уравнений и неравенств. 

Отметим, что в стандартах эти понятия не предназначены для изучения на базовом уровне. Но совершенно очевидно, что, не сформировав у учащихся представления об арксинусе, арккосинусе и арктангенсе, нельзя считать, что мы научили их решать даже простейшие тригонометрические уравнения, которые на базовом уровне должны изучаться. Нельзя же считать ученика обученным решению простейших тригонометри​ческих уравнений, если он умеет решать уравнение sin x = 0,5, но не умеет решать уравнение sin x = 0,6.

В результате изучения главы II учащиеся должны знать основные определения, свойства и формулы, связанные с тригонометрическими функциями, уметь по значению одной из функций находить значения остальных, преобразовывать несложные выражения, содержащие тригонометрические функции, применяя изученные формулы, знать свойства и уметь строить графики функций у = sin х, у = cos х, у = tg х, у = ctg х, уметь решать простейшие тригонометрические и сводящиеся к ним уравнения и неравенства.

§ 7. Синус и косинус угла 

7.1. Понятие угла 

В данном пункте вводятся понятия положительных и отрицательных углов, нулевого угла. При рассмотрении данного пункта удобно использовать окружность единичного радиуса, которая в п. 7.3 будет названа единичной окружностью. Учащимся надо показать прием построения «табличных» углов (300, 450, 600, 900) и связанных с ними углов без транспортира, что позволит в дальнейшем быстрее находить значения тригонометри​ческих функций, сводимых к значениям функций для «табличных» углов, а позднее хорошо решать простейшие тригонометрические уравнения и неравенства. Покажем, как это можно сделать. 

Учащиеся должны сначала научиться отмечать на единичной окружности точки, соответствующие:

а) углам 00, 900, 1800, 2700 (рис. 23, а), получаемым при пересечении осей координат с единичной окружностью;

б) углам 450, 1350, 2250, 3150, получаемым при пересечении биссектрис координатных углов с единичной окружностью (рис. 23, б);

в) углам 300, 1500, 2100, 3300, получаемым при пересечении прямых y = 
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 с единичной окружностью (рис. 23 в);

г) углам 600, 1200, 2400, 3000, получаемым при пересечении прямых x = 
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 и x = –
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 с единичной окружностью (рис. 23, г).

Умея строить указанные точки легко построить соответствующие им углы и тем самым выполнить задание 7.11. При этом нужно отметить требуемые углы дугами (как на рис. 76 учебника) или, обозначив построенные точки буквами, сделать поясняющие записи в виде 
[image: image5.wmf]Ð

AOB = 900 (рис. 23, а). 

Чтобы обосновать, что точка B, изображенная на рисунке 23 (в), соответствует углу 300, достаточно опустить из этой точки перпендикуляр ВС на ось Ox (рис. 23, д). Тогда в прямоугольном треугольнике BOC катет ВС равен половине гипотенузы ОB. Поэтому угол СOB, лежащий против этого катета, равен 300. Аналогично дается обоснование для рисунка 23 (г).
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Рис. 23

Решения и комментарии

7.13. Представьте следующие углы в виде 
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 + 3600(n, где 00(
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3600, n — некоторое целое число: в) 6000; г) –9000.

Решение. в) 6000 = 2400 + 3600(1; г) –9000 = 1800 + 3600((–3).

7.2. Радианная мера угла 

Сначала напомним старинное мнемоническое правило, позволяющее воспроизводить первые десятичные знаки иррационального числа 
[image: image10.wmf]p

. В следующей фразе число букв в каждом слове дает цифру десятичной записи числа 
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: «Кто, и шутя и скоро, стремится пи узнать — число уже знает». Получается: 
[image: image12.wmf]p

= 3,1415926535… .

При изучении данной темы обычно наблюдается недопонимание учащимися необходимости выражать радианную меру угла через число 
[image: image13.wmf]p

. Чтобы снять всякие сомнения на этот счет, можно провести такое рассуждение.

Отметим на единичной окружности точки, соответствующие углам в 1, 2, 3, 4, 5, 6 радиан. Для этого надо откладывать от точки А в направлении против часовой стрелки на окружности 1, 2, 3, 4, 5, 6 раз дугу, длина которой равна радиусу окружности. Так как длина окружности радиуса 1 равна 2
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 6,28, то полный оборот содержит больше 6 радиан (рис. 24, а). 
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Рис. 24

Если продолжить откладывание в том же направлении на этой окружности дуг длиной в 1 радиус, то возникает иллюзия, что через некоторое (возможно большое) число шагов новое деление на окружности, соответствующее углу в некоторое число радиан, совпадет с каким-нибудь из отмеченных ранее делений. Однако этого не произойдет, как бы долго мы не продолжали откладывать в том же направлении эти дуги. Докажем это методом от противного.

Предположим, что на n-м шаге мы отметили на окружности точку N, соответ​ствующую углу в n радиан, n — натуральное число, (рис. 24, б). Затем продолжили откладывание в том же направлении дуг длиной в 1 радиус и на каком-то шаге обнаружили, что точка, соответствующая углу в m радиан, совпала c уже отмеченной точкой N. Для этого пришлось сделать k (k 
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 0) полных оборотов. Тогда справедливо равенство m – n = 2k
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 N, из которого следует, что 
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Получено противоречие: число 
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, оказалось равным обыкновенной дроби. Но как известно, число 
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 — иррациональное число, т. е. оно не может быть равным обыкновенной дроби. Следовательно, предположение, что на каком-то шаге новое деление, соответствующее углу в m радиан, совпадет со старым делением, соответствующим углу в n радиан (m и n — натурального числа), неверно. 

Заметим, что в приведенном рассуждении мы нигде не пользовались тем, что m и n — натурального числа, т. е. если точка N получена при откладывании p раз 
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 части дуги в 1 радиан, то она не может совпасть ни с какой другой точкой, полученной при откладывании r раз 
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 части дуги в 1 радиан, (
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, где p, q, r, s — натурального числа). Такое рассуждение можно провести при решении задачи 7.39 (б).

Теперь становится ясным, что при использовании радианной меры без числа 
[image: image28.wmf]p

 и его долей обойтись невозможно. На рисунке 24 (в) показаны точки, которые на рисунке 23 (а) соответствовали углам в 00, 900, 1800, 2700. Теперь они соответствуют углам в 
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 радиан. Запоминанию этих углов (и следующих за ними) помогает «считалочка»: показывая точки на окружности, говорим: «раз пи на два, два пи на два, три пи на два, …». Аналогичный прием помогает при поиске точек, соответствующих углам в 
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, … (радиан). 

Теперь, установив равенство: 
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 радиан = 1800 и разделив его сначала на 
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, потом на 180, получим соотношения, которые надо запомнить: 

1 радиан = 
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;       
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 радиан = 10.

С их помощью можно переводить градусную меру в радианную и обратно. Например, 1350 = 135(10 = 135(
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= 1500. В этих равенствах слово «радиан» обычно опускают и пишут коротко:  1350 = 
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 = 1500.

Решения и комментарии

7.22. Запишите в виде 
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n, где n — некоторое целое число (0(
[image: image51.wmf]£

 
[image: image52.wmf]a

 
[image: image53.wmf]£

 2
[image: image54.wmf]p

) следующие углы: а) 6,5
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; б) 
[image: image56.wmf]2

9
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; в) –12
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Решение. а) 6,5
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 = 0,5
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Промежуточный контроль. С–24, С–25. Эти работы рассчитаны на обучение «чтению» точек единичной окружности, соответствующих «табличным» углам, а также на подготовку учащихся к записи ответов при решении простейших тригонометрических уравнений. При выполнении самостоятельной работы 25 учащиеся могут писать лишь правильные ответы, не делая пояснений, аналогичных тем, что имеются в п. 25 дидактических материалов.

7.3. Определение синуса и косинуса угла 

В данном пункте нужно сначала повторить все сведения из тригонометрии прямоугольного треугольника, необходимые в дальнейшей работе: определения тригонометрических функций острого угла прямоугольного треугольника, нахождение двух сторон этого треугольника по одной его стороне и острому углу, вывод табличных значений синуса и косинуса для углов 300, 450, 600. При этом надо обратить внимание учащихся на тот факт, что большая часть тригонометрического материала, которую действительно лучше помнить, легко усваивается с опорой на наглядные образы, различные мнемонические правила, что запоминание фактов тригонометрии в виде таблиц является наименее продуктивным и опасным с точки зрения правильного воспроизведения запомненного.
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В учебнике вводится понятие единичной окружности, синуса и косинуса угла 
[image: image76.wmf]a

, рассматриваются свойства синуса и косинуса как функций угла 
[image: image77.wmf]a

. 

Для того, чтобы в дальнейшем успешно решать простейшие тригонометрические уравнения, учащиеся должны научиться правильно изображать на единичной окружности точки, соответствующие значе​ниям тригонометрических функций и в случае «табличных» значений уметь определять соответствующие значения аргументов этих функций. Достижению этой цели способствуют самостоятельные работы С – 26. 
Рис. 25

Обратите внимание учащихся на то, что точки первой четверти, соответствующие «табличным» значениям синуса и косинуса, надо строить так, как показано на рисунке 25. Эти точки находятся на пересечении с единичной окружностью осей координат, биссектрисы угла AOB, прямых x = 
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 и y = 
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. Поэтому в тетради нужно рисовать единичную окружность радиусом 1 см или 2 см, чтобы было удобно делить пополам их радиусы с помощью клетчатой бумаги.

Применяя теорему Пифагора, из прямоугольных треугольников OMK и ONE найдём, что OK = NE = 
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. Поэтому cos 300 = sin 600 = 
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. Аналогично CF = OF = 
= 
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. Поэтому sin 450 = cos 450 = 
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Следующий этап изучения тригонометрических функций — формирование понятий синуса и косинуса произвольного угла. 

Для успешного освоения тригонометрии произвольного угла важно научить школьников определять значения тригонометрических функций по точке единичной окружности, соответствующей углу, и по значениям тригонометрических функций отмечать на единичной окружности точки и определять соответствующие им углы. Последнее умение, по сути, есть умение решать простейшее тригонометрическое уравнение. Только пока ставится задача не решить уравнение, а найти, например, все такие углы 
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, для каждого из которых справедливо равенство sin 
[image: image85.wmf]a

 = 0 (см. задание 7.26, а).

Решения и комментарии

7.30. Вычислите, сделав рисунок: а) sin 120о; в) sin 135о. 

Сделав рисунок 26, учащиеся поймут, что sin 1200 = sin 600, sin 1350 = sin 450. Затем, используя табличные значения, получат ответ: sin 1200 = 
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, sin 1350 = 
= 
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.

Представляется целесообразным научить школьников решению таких задач до того, как они научатся на следующих уроках применять формулы в преобразованиях. Например, sin 1200 = sin (1800 – 600) = sin 600 = 
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Рис. 26

7.35. Найдите синусы и косинусы следующих углов, где k — любое целое число: а) 
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 + 2
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k. 

Сначала по записи данных углов учащиеся должны построить точку единичной окружности, соответствующую углам 
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k = 
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k, где k 
[image: image94.wmf]Î

 Z, а потом определить, что sin 
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k = 1, cos 
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k = 0. 

7.46 – 7.47. При выполнении этих заданий надо опираться на умение строить точки единичной окружности, соответствующие данным углам, и находить значения синуса или косинуса данного угла, исходя из определения, так как свойства sin (–
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) = –sin 
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 и cos (–
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) = cos 
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 еще не изучены.

Промежуточный контроль. С–26.

7.4. Основные формулы для sin α и cos α 

В данном пункте с опорой на ранее изученные факты — уравнение окружности, свойства координат точек единичной окружности, симметричных относительно оси Ox, относительно начала координат — доказаны основное тригонометрическое тождество 
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 = 1 
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и формулы 
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(2)


cos (–
[image: image105.wmf]a

) = cos 
[image: image106.wmf]a

,
(3)


sin (
[image: image107.wmf]a

 + 2
[image: image108.wmf]π

k) = sin 
[image: image109.wmf]a

, k 
[image: image110.wmf]Î

 Z,
(4)


cos (
[image: image111.wmf]a

 + 2
[image: image112.wmf]π

k) = cos 
[image: image113.wmf]a

, k 
[image: image114.wmf]Î

 Z,
(5)


sin (
[image: image115.wmf]π

 + 
[image: image116.wmf]a

) = –sin 
[image: image117.wmf]a

,
(6)


cos (
[image: image118.wmf]π

+ 
[image: image119.wmf]a

) = –cos 
[image: image120.wmf]a

.
(7)

Некоторые другие формулы, например, sin (
[image: image121.wmf]π

 – 
[image: image122.wmf]a

) = sin 
[image: image123.wmf]a

, cos (
[image: image124.wmf]π

 – 
[image: image125.wmf]a

) = –cos 
[image: image126.wmf]a

, могут быть доказаны как следствия формул (2) – (7) (см. задание 7.68). Например, 

sin (
[image: image127.wmf]π

 – 
[image: image128.wmf]a

) = sin (
[image: image129.wmf]π

 + (–
[image: image130.wmf]a

)) = –sin (–
[image: image131.wmf]a

) = sin 
[image: image132.wmf]a

.

Это умение проверяется в самостоятельной работе С–27. Кроме того, там проверяется умение школьников находить значения одной из заданных функций (sin 
[image: image133.wmf]a

 или cos 
[image: image134.wmf]a

) по заданному значению другой и выполнять упрощения выражений с применением формул (1) – (7). 

Решения и комментарии

7.54. а) Вычислите sin 
[image: image135.wmf]a

, если cos 
[image: image136.wmf]a

 = 
[image: image137.wmf]4

1

, 0 < 
[image: image138.wmf]a

 < 
[image: image139.wmf]2

p

.

Так как sin2 
[image: image140.wmf]a

 = 1 – cos2 
[image: image141.wmf]a

 = 1 – 
[image: image142.wmf]16

1

 = 
[image: image143.wmf]16

15

 и 0 < 
[image: image144.wmf]a

 < 
[image: image145.wmf]2

p

, то sin 
[image: image146.wmf]a

 > 0. Поэтому 
sin 
[image: image147.wmf]a

 = 
[image: image148.wmf]16

15

 = 
[image: image149.wmf]4

15

.

При решении этой задачи лучше избегать записи: sin  = 
[image: image150.wmf]a

2

cos

1

-

±

, так как, имея опыт вычисления корней квадратного уравнения по формуле 
[image: image151.wmf]a

D

b

2

±

-

, учащиеся могут подумать, что имеется два значения sin , отвечающих условию задачи, а это не так.

7.64. Расположите в порядке возрастания числа: а) sin (–550), sin 6000, sin 12950.

Выразим синусы данных углов через синус углов из первой четверти:

sin (–550) = –sin 550,

sin 6000 = sin (2400 + 3600) = sin 2400 = sin (1800 + 600) = –sin 600, 

sin 12950 = sin (2150 + 3(3600) = sin 2150 = sin (1800 + 350) = –sin 350.

Так как углы 550, 600 и 350 принадлежат первой четверти, в которой большему углу соответствует больший синус, то sin 350 < sin 550 < sin 600. Но тогда –sin 350 > –sin 550 > –sin 600, поэтому sin 12950 > sin (–550) > sin 6000.

7.65. Сравните: а) sin 910 и sin 920.

910 и 920 — углы второй четверти, в которой большему углу соответствует меньший синус, поэтому sin 910 > sin 920.

7.66. Сравните: а) cos 1010 и cos 1570.

1010 и 1570 — углы второй четверти, в которой большему углу соответствует меньший косинус, поэтому cos 1010 > cos 1570.

7.67. Сравните: а) cos 1,6
[image: image152.wmf]π

 и cos 1,68
[image: image153.wmf]π

.

1,6
[image: image154.wmf]π

 и 1,68
[image: image155.wmf]π

 — углы четвертой четверти, в которой большему углу соответствует больший косинус, поэтому cos 1,6
[image: image156.wmf]π

 < cos 1,68
[image: image157.wmf]π

.

7.71 – 7.72. Эти задания готовят учащихся к решению простейших тригонометри​ческих уравнений для «табличных» углов.

7.73 – 7.74. Эти задания готовят учащихся к введению понятий арксинуса и арккосинуса числа. Для выполнения заданий д) и е) лучше брать единичную окружность радиуса 1,5 см или 3 см. Тогда точки единичной окружности, соответствующие углу 
[image: image158.wmf]a

, будут указаны точнее.

Промежуточный контроль. С–27.

7.5. Арксинус

В данном пункте учебника дано определение арксинуса числа а, из которого получается формула sin (arcsin a) = a, справедливая для каждого а такого, что 
–1 
[image: image159.wmf]£

 a 
[image: image160.wmf]£

 1. 

Отметим, что перед введением понятия арксинуса и для мотивации его введения полезно давать задания (7.75):

— Найдите угол 
[image: image161.wmf]a

 из промежутка [–
[image: image162.wmf]2

p

; 
[image: image163.wmf]2

p

], синус которого равен 1;

— найдите угол 
[image: image164.wmf]a

 из промежутка [–
[image: image165.wmf]2

p

; 
[image: image166.wmf]2

p

], синус которого равен –1 и т. п.

После нескольких таких заданий надо сказать, что для упрощения этих формулировок оборот «угол из промежутка [–
[image: image167.wmf]2

p

; 
[image: image168.wmf]2

p

], синус которого равен числу a» заменяют на более короткий: «arcsin a». Теперь те же задания можно формулировать короче:

— Найдите arcsin 1;

— найдите arcsin (–1) и т. п.

Далее рассмотрена задача 1: для данного числа a, такого, что |a| < 1, найти все углы 
[image: image169.wmf]a

, для каждого из которых sin 
[image: image170.wmf]a

 = a. Ясно, что другая формулировка задачи: для данного числа a, такого, что |a| < 1, решить уравнение sin 
[image: image171.wmf]a

 = a, где неизвестное — угол 
[image: image172.wmf]a

. Отметим, что углы измеряются обычно в радианах, хотя их можно измерять и в градусах). 

Здесь впервые получены формулы для таких углов:


[image: image173.wmf]a

 = arcsin a + 2
[image: image174.wmf]π

n, n 
[image: image175.wmf]Î

 Z и 
[image: image176.wmf]a

 = 
[image: image177.wmf]π

 – arcsin a + 2
[image: image178.wmf]π

k, k 
[image: image179.wmf]Î

 Z.

Эти формулы в дальнейшем будут использованы для решения простейших тригоно​метрических уравнений. Здесь не стоит форсировать объединение получаемых формул в одну. Сначала учащиеся должны научиться решать уравнения, только потом (и даже не всегда) оказывается полезным объединять получаемые формулы в одну.
Затем в этом пункте рассмотрены задачи, аналогичные задаче 1, но для 
|a| = 1 и |a| > 1.

Решения и комментарии

[image: image1856.png]£



7.77. Имеет ли смысл запись: а) arcsin 
[image: image180.wmf]2

p

?

Здесь учащиеся часто не видят подвоха. Они так часто вычисляли sin 
[image: image181.wmf]2

p

 и еще не привыкли к тому, что arcsin a существует лишь для a таких, что –1 
[image: image182.wmf]£

 a 
[image: image183.wmf]£

 1, поэтому иногда они считают, что выражение arcsin 
[image: image184.wmf]2

p

 существует. Между тем 
[image: image185.wmf]2

p

 > 1, поэтому arcsin 
[image: image186.wmf]2

p

 не существует и, следовательно, запись arcsin 
[image: image187.wmf]2

p

 не имеет смысла. 
Рис. 27
7.80. Сравните с нулем: а) arcsin 
[image: image188.wmf]3

1

; б) arcsin (–
[image: image189.wmf]3

1

).

Если учащиеся обозначат 
[image: image190.wmf]1

a

 = arcsin 
[image: image191.wmf]3

1

 и, взглянув на рисунок 27, ответят: arcsin 
[image: image192.wmf]3

1

 > 0, то получат верный ответ, которого достаточно, если они отвечают на вопросы теста. Если же от них требуется обоснованное решение, то оно будет опираться на следующие рассуждения.

Для любых углов 
[image: image193.wmf]1

a

 и 
[image: image194.wmf]2

a

, таких, что –
[image: image195.wmf]2

p
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 < 
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[image: image200.wmf]2

p

, справедливо неравен​ство sin 
[image: image201.wmf]1

a

 < sin 
[image: image202.wmf]2

a

 (п. 7.3 учебника). Для сравнения углов докажем обратное утверждение: 

Для любых углов 
[image: image203.wmf]1

a

 и 
[image: image204.wmf]2

a

 из промежутка 
[image: image205.wmf]ú
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;

2

 таких, что sin 
[image: image206.wmf]1

a

 < sin 
[image: image207.wmf]2

a

 спра​ведливо неравенство 
[image: image208.wmf]1

a

 < 
[image: image209.wmf]2

a

.

Предположим противное. 

1) Пусть 
[image: image210.wmf]1

a

 = 
[image: image211.wmf]2

a

, тогда sin 
[image: image212.wmf]1

a

 = sin 
[image: image213.wmf]2

a

, что противоречит условию 
sin 
[image: image214.wmf]1

a

 < sin 
[image: image215.wmf]2

a

.

2) Пусть 
[image: image216.wmf]1

a

 > 
[image: image217.wmf]2

a

, тогда sin 
[image: image218.wmf]1

a

 > sin 
[image: image219.wmf]2

a

, что противоречит условию 
sin 
[image: image220.wmf]1

a

 < sin 
[image: image221.wmf]2

a

.

Следовательно, 
[image: image222.wmf]1

a

 < 
[image: image223.wmf]2

a

, что и требовалось доказать.

Решение. а) Обозначим 
[image: image224.wmf]1

a

 = arcsin 
[image: image225.wmf]3

1

. Так как углы 0 и 
[image: image226.wmf]1

a

 из промежутка 
[image: image227.wmf]ú
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 и sin (arcsin 
[image: image228.wmf]3

1

) = 
[image: image229.wmf]3

1

 > 0 = sin 0, то arcsin 
[image: image230.wmf]3

1

 > 0 (рис. 27). 
б) Обозначим 
[image: image231.wmf]2

a

 = arcsin (–
[image: image232.wmf]3

1

).Так как углы 0 и 
[image: image233.wmf]2

a

 из промежутка 
[image: image234.wmf]ú
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 и sin (arcsin (–
[image: image235.wmf]3

1

)) = –
[image: image236.wmf]3

1

 < 0 = sin 0, то arcsin (–
[image: image237.wmf]3

1

) < 0 (рис. 27). 

7.83. Задайте формулами все углы 
[image: image238.wmf]a

, для каждого из которых:

д) sin 
[image: image239.wmf]a

 = 
[image: image240.wmf]2

2

; 
з) sin 
[image: image241.wmf]a

 = –
[image: image242.wmf]2

2

; 
л) sin 
[image: image243.wmf]a

 = –
[image: image244.wmf]3

2

.

Ответ. д) 
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k = 
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 + 2
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k, k 
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 Z; 
[image: image249.wmf]a

n = 
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3

p

 + 2
[image: image251.wmf]π

n, n 
[image: image252.wmf]Î

 Z (рис. 28).
з) 
[image: image253.wmf]a

k = –
[image: image254.wmf]4

p

 + 2
[image: image255.wmf]π

k, k 
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 Z; 
[image: image257.wmf]a

n = –
[image: image258.wmf]4

3

p

 + 2
[image: image259.wmf]π

n, n 
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 Z (рис. 29);
л) 
[image: image261.wmf]a

k = arcsin 
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 + 2
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 Z; 
[image: image265.wmf]a
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 – arcsin 
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n, n 
[image: image269.wmf]Î

 Z (рис. 30).
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Рис. 28
Рис. 29
Рис. 30

Дополнительное задание. 1. Сравните arcsin 
[image: image270.wmf]3

1

 c числом 
[image: image271.wmf]4

p

. 

Так как arcsin 
[image: image272.wmf]3

1

 и 
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p

 углы из промежутка 
[image: image274.wmf]ú
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;

2

 и так как sin (arcsin 
[image: image275.wmf]3

1

) = 
= 
[image: image276.wmf]3

1

 < 
[image: image277.wmf]2

2

 = sin 
[image: image278.wmf]4

p

, то arcsin 
[image: image279.wmf]3

1

 < 
[image: image280.wmf]4

p

.

2. Существует ли число x такое, что: а) arcsin x = 
[image: image281.wmf]6

p

; 
б) arcsin x = 
[image: image282.wmf]6

5

p

.

Если существует, то найдите его.

Решение. а) x = 
[image: image283.wmf]2

1

;

б) так как –
[image: image284.wmf]2

p
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 arcsin x 
[image: image286.wmf]£

 
[image: image287.wmf]2

p

, а 
[image: image288.wmf]6

5

p

 > 
[image: image289.wmf]2

p

, то такого числа x не существует.

7.6. Арккосинус 

Введение понятия арккосинуса можно мотивировать так же, как и введение понятия арксинуса. Для этого можно использовать задание 7.84. Только надо подчеркнуть принципиальное отличие: arccos a — это угол из промежутка 
[image: image290.wmf][

]

p

;

0

. Из определения арккосинуса получается формула cos (arccos a = a, справедливая для каждого a, такого, что –1 
[image: image291.wmf]£

 a 
[image: image292.wmf]£

 1. 

Далее рассмотрена задача 1: для данного числа a, такого, что |a| < 1, найти все углы, для каждого из которых cos 
[image: image293.wmf]a

 = a. Здесь впервые получены формулы 


[image: image294.wmf]a

 = arccos a + 2
[image: image295.wmf]π

n, n 
[image: image296.wmf]Î

 Z и 
[image: image297.wmf]a

 = –arccos a + 2
[image: image298.wmf]π

k, k 
[image: image299.wmf]Î

 Z.

Эти формулы в дальнейшем будут использованы для решения простейших тригоно​метрических уравнений. И здесь не стоит форсировать объединение получаемых формул в одну. 
Затем рассмотрены задачи, аналогичные задаче 1, но для |a| = 1 и |a| > 1.

Решения и комментарии

7.89. Сравните с числом 0,5
[image: image300.wmf]π

: а) arсcos 
[image: image301.wmf]4

1

;
б) arcсos (–
[image: image302.wmf]4

1

).
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Так как для любых углов 
[image: image303.wmf]1

a

 и 
[image: image304.wmf]2
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, таких, что 0 
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a

 < 
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[image: image309.wmf]π

, справедливо неравенство cos 
[image: image310.wmf]1

a

 > cos 
[image: image311.wmf]2

a

 (п. 7.3 учебника). Для сравнения углов методом от противного можно доказать обратное утверждение: 

Для любых углов 
[image: image312.wmf]1

a

 и 
[image: image313.wmf]2

a

 из промежутка [0; 
[image: image314.wmf]π

] таких, что cos 
[image: image315.wmf]1

a

 > cos 
[image: image316.wmf]2

a

 справедливо неравенство 
[image: image317.wmf]1

a

 < 
[image: image318.wmf]2

a

.

Решение. а) Обозначим 
[image: image319.wmf]1

a

 = arсcos 
[image: image320.wmf]4

1

. Так как углы 0,5
[image: image321.wmf]π

 и 
[image: image322.wmf]1

a

 принадлежат промежутку [0; 
[image: image323.wmf]π

] и так как 
cos 
[image: image324.wmf]1

a

 = 
[image: image325.wmf]4

1

 > 0 = cos 0,5
[image: image326.wmf]π

, то arсcos 
[image: image327.wmf]4

1

 < 0,5
[image: image328.wmf]π

 (рис. 31). 
Рис. 31
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б) Так как углы 0,5
[image: image329.wmf]π

 и 
[image: image330.wmf]2

a

 принадлежат промежутку 
[0; 
[image: image331.wmf]π

] и так как cos 
[image: image332.wmf]2

a

 = –
[image: image333.wmf]4

1

 < 0 = cos 0,5
[image: image334.wmf]π

, то arсcos (–
[image: image335.wmf]4

1

) > 
> 0,5
[image: image336.wmf]π

 (рис. 31).

7.90. а) С помощью арккосинуса выразите все углы промежутка [–
[image: image337.wmf]2

p

; 
[image: image338.wmf]2

p

], соответствующие отмеченным точкам единичной окружности (рис. 32). 
Рис. 32
Ответ. а) 
[image: image339.wmf]a

1 = arccos 
[image: image340.wmf]2

1

, 
[image: image341.wmf]a

2 = – arccos 
[image: image342.wmf]2

1

.

7.93. Задайте формулами все углы 
[image: image343.wmf]a

, для каждого из которых:

е) cos 
[image: image344.wmf]a

 = 
[image: image345.wmf]2

3

; 
з) cos 
[image: image346.wmf]a

 = –
[image: image347.wmf]2

2

; 
м) cos 
[image: image348.wmf]a

 = 
[image: image349.wmf]6

1

. 

Ответ. е) 
[image: image350.wmf]k
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k, k 
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[image: image354.wmf]n

a

 = –
[image: image355.wmf]6

p

 + 2
[image: image356.wmf]π

n, n 
[image: image357.wmf]Î

 Z;
з) 
[image: image358.wmf]k

a

 = 
[image: image359.wmf]4

3

p

 + 2
[image: image360.wmf]π

k, k 
[image: image361.wmf]Î

 Z; 
[image: image362.wmf]n

a

 = –
[image: image363.wmf]4

3

p

 + 2
[image: image364.wmf]π

n, n 
[image: image365.wmf]Î

 Z;
м) 
[image: image366.wmf]k

a

 = arccos 
[image: image367.wmf]6

1

 + 2
[image: image368.wmf]π

k, k 
[image: image369.wmf]Î

 Z; 
[image: image370.wmf]n

a

 = –arccos 
[image: image371.wmf]6

1

 + 2
[image: image372.wmf]π

n, n 
[image: image373.wmf]Î

 Z.

Дополнительные задания. 1. Сравните с нулем arccos 
[image: image374.wmf]15

8

.

Так как 0 
[image: image375.wmf]£

 arccos a 
[image: image376.wmf]£

 
[image: image377.wmf]π

 для любого a 
[image: image378.wmf]Î

 [–1; 1] и arccos 
[image: image379.wmf]15

8

 
[image: image380.wmf]¹

 0, то arccos 
[image: image381.wmf]15

8

 > 0.

2. Существует ли число x такое, что: 

а) arccos x = 
[image: image382.wmf]3

p

; 
б) arccos x = –
[image: image383.wmf]3

p

.

Если существует, то найдите его.

Решение. а) x = 
[image: image384.wmf]2

1

;

б) так как 0 
[image: image385.wmf]£

 arccos x 
[image: image386.wmf]£

 
[image: image387.wmf]p

, а –
[image: image388.wmf]3

p

 < 0, то такого числа x не существует.

Промежуточный контроль. С–28. 

7.7. Примеры использования арксинуса и арккосинуса

В данном пункте рассмотрено применение арксинуса и арккосинуса для нахождения всех углов, для каждого из которых справедливо неравенство 
sin 
[image: image389.wmf]a

 > a (sin 
[image: image390.wmf]a

 < a); cos 
[image: image391.wmf]a

 > a (cos 
[image: image392.wmf]a

 < a). Тем самым подготовлена база для изучения решения простейших тригонометрических неравенств для синусов и косинусов. Ясно, что это другая формулировка задачи: для данного числа a решите неравенство sin 
[image: image393.wmf]a

 > a (sin 
[image: image394.wmf]a

 < a); cos 
[image: image395.wmf]a

 > a (cos 
[image: image396.wmf]a

 < a), где неизвестное — угол 
[image: image397.wmf]a

. Отметим, что углы здесь обычно измеряют в радианах, хотя их можно измерять и в градусах.

Главная трудность в решении рассматриваемых задач заключается в правильном изображении соответствующих точек единичной окружности — границ промежутков и в правильном чтении получаемых промежутков. 

Решения и комментарии

[image: image1860.png]


В заданиях 7.94 – 7.96 по сути требуется решить простейшие тригонометрические неравенства, но задача формулируется в других терминах. Здесь использованы все «табличные» значения sin 
[image: image398.wmf]a

 и cos 
[image: image399.wmf]a

, а в задании 7.97 надо использовать арксинус или арккосинус числа. 

7.97. а) Найдите все такие углы 
[image: image400.wmf]a

, для каждого из которых sin 
[image: image401.wmf]a

 > 
[image: image402.wmf]4

1

. 

Сначала найдем углы из промежутка [0; 
[image: image403.wmf]π

], для каждого из которых sin 
[image: image404.wmf]a

 = 
[image: image405.wmf]4

1

: это углы 
[image: image406.wmf]a

1 = 
= arcsin 
[image: image407.wmf]4

1

 и 
[image: image408.wmf]a

2 = 
[image: image409.wmf]π

 – arcsin 
[image: image410.wmf]4

1

 (рис. 33). 
Рис. 33
Теперь найдем все искомые углы 
[image: image411.wmf]a

, для каждого из которых sin 
[image: image412.wmf]a

 > 
[image: image413.wmf]4

1

 (им соответствуют точки дуги единичной окружности, выделенные жирной линией):

arcsin 
[image: image414.wmf]4

1

 + 2
[image: image415.wmf]π

k < 
[image: image416.wmf]a

 < 
[image: image417.wmf]π

 – arcsin 
[image: image418.wmf]4

1

 + 2
[image: image419.wmf]π

k, k 
[image: image420.wmf]Î

 Z.

7.98. а) Найдите все такие углы 
[image: image421.wmf]a

, для каждого из которых sin 
[image: image422.wmf]a

 < 1. 

[image: image1861.png]ol




Очевидно, что условию sin 
[image: image423.wmf]a

 < 1 удовлетворяют все углы 
[image: image424.wmf]a

, кроме таких 
[image: image425.wmf]a

 = 
[image: image426.wmf]n

a

, для которых sin 
[image: image427.wmf]n
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 = 1, т. е. кроме 

[image: image428.wmf]a

n = 
[image: image429.wmf]2

p

 + + 2
[image: image430.wmf]π

n, n 
[image: image431.wmf]Î

 Z (на рисунке 34 точки единичной окружности, соответствующие таким углам, выделены жирной линией). Итак, 
[image: image432.wmf]a

 — любой угол, отличный от углов 
[image: image433.wmf]n

a

, или коротко: 
[image: image434.wmf]a

 
[image: image435.wmf]¹

 
[image: image436.wmf]2
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 + 2
[image: image437.wmf]π

n, n 
[image: image438.wmf]Î

 Z.

Ответ можно записать иначе, как в учебнике: 



[image: image439.wmf]2

p

 + 2
[image: image440.wmf]π

n < 
[image: image441.wmf]a

 < 
[image: image442.wmf]2

5

p

 + 2
[image: image443.wmf]π

n, n 
[image: image444.wmf]Î

 Z.
Рис. 34
7.8. Формулы для арксинуса и арккосинуса

В данном пункте доказаны формулы: 


arcsin (–a) = –arcsin a, |a| 
[image: image445.wmf]£

 1,


arccos (–a) = 
[image: image446.wmf]π

 – arccos a, |a| 
[image: image447.wmf]£

 1,


arcsin (sin 
[image: image448.wmf]a

) = 
[image: image449.wmf]a

, 
[image: image450.wmf]a
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arccos (cos 
[image: image453.wmf]a

) = 
[image: image454.wmf]a

, 
[image: image455.wmf]a

 
[image: image456.wmf]Î

 
[image: image457.wmf][
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.

Здесь же показаны решения задач, связанных с вычислением arcsin (sin 
[image: image458.wmf]a

) для 
[image: image459.wmf]a
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, а также arccos (cos 
[image: image462.wmf]a

) для 
[image: image463.wmf]a
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[image: image465.wmf][
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.

Решения и комментарии

7.103. Вычислите: г) arccos (cos (–
[image: image466.wmf]4

p

));
д) arcsin (sin 
[image: image467.wmf]6

5

p

).

Решение. г) arccos (cos (–
[image: image468.wmf]4

p

)) = arccos (cos 
[image: image469.wmf]4

p

) = 
[image: image470.wmf]4

p

, так как 
[image: image471.wmf]4
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;

д) arcsin (sin 
[image: image474.wmf]6

5

p

) = arcsin (sin 
[image: image475.wmf]6

p

) = 
[image: image476.wmf]6

p

, так как 
[image: image477.wmf]6
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7.104. Вычислите: г) arcsin (sin 9);
д) arccos (cos 9).

Решение. 
г) arcsin (sin 9) = arcsin (sin (3
[image: image480.wmf]p

 – 9)) = 3
[image: image481.wmf]p

 – 9, так как 3
[image: image482.wmf]p

 – 9 
[image: image483.wmf]Î
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;

д) arccos (cos 9) = arccos (cos (9 – 2
[image: image485.wmf]p

)) = 9 – 2
[image: image486.wmf]p

, так как 9 – 2
[image: image487.wmf]p
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[image: image489.wmf][
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Дополнительное задание. 1. Вычислите: 

а) arccos (sin 0,8
[image: image490.wmf]p

); 
б) arcsin (cos 2).

Решение. а) Выразим sin 0,8
[image: image491.wmf]p

 через косинус угла из промежутка 
[image: image492.wmf][

]

p

;

0

: 

sin 0,8
[image: image493.wmf]p

 = sin (
[image: image494.wmf]2

p

 + 0,3
[image: image495.wmf]p

) = cos 0,3
[image: image496.wmf]p

. Так как 0,3
[image: image497.wmf]p
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 [0; 
[image: image499.wmf]p

], то 


arccos (sin 0,8
[image: image500.wmf]p

) = arccos (cos 0,3
[image: image501.wmf]p

) = 0,3
[image: image502.wmf]p

.

б) Выразим cos 2 через синус угла из промежутка 
[image: image503.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

p

p

-

2

;

2
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cos 2 = sin (
[image: image504.wmf]2

p

 – 2). Так как 
[image: image505.wmf]2
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 – 2 
[image: image506.wmf]Î
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, то 


arcsin (cos 2) = arcsin (sin (
[image: image508.wmf]2

p

 – 2)) = 
[image: image509.wmf]2

p

 – 2.
§ 8. Тангенс и котангенс угла 

8.1. Определение тангенса и котангенса угла

Введению тангенса и котангенса произвольного угла должно предшествовать повто​рение определений тангенса и котангенса для острого угла, повторение табличных значений тангенса и котангенса для углов 300, 450, 600 (
[image: image510.wmf]6

p

, 
[image: image511.wmf]4

p

, 
[image: image512.wmf]3

p

 радиан).

[image: image1862.png]


В данном пункте учебника вводятся понятия тангенса и котангенса угла 
[image: image513.wmf]a

, показывается применение осей тангенса и котангенса для наглядного представления числовых значений этих функций угла 
[image: image514.wmf]a

. Здесь, как и при введении синуса и косинуса угла, надо начать с определений этих функций для острого угла прямоугольного треугольника, получить все «табличные» значения этих функций, показать эти значения на оси тангенса и оси котангенса (рис. 35, 36). Учащиеся должны научиться по заданному «табличному» значению tg 
[image: image515.wmf]a

 и ctg 
[image: image516.wmf]a

 показать соответствующие точки единичной окружности, уметь записать один из углов, соответствующих этой точке, и все такие углы. 

Решения и комментарии 
Рис. 35
8.9. Отметьте на оси тангенсов точки, соответствующие числам 0; 1; –1; 2; 
–2; 
[image: image517.wmf]3

; –
[image: image518.wmf]3

; 
[image: image519.wmf]3

3

; –
[image: image520.wmf]3

3

.
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Пользуясь единичной окружностью и линейками клетчатой бумаги, учащиеся должны расположить данные числа на оси тангенсов как на рисунке 35.

8.13. Отметьте на оси котангенсов точки, соответствующие числам 0; 1; –1; 2; –2; 
[image: image521.wmf]3

; 
–
[image: image522.wmf]3

; 
[image: image523.wmf]3

3

; –
[image: image524.wmf]3

3

. 

Пользуясь единичной окружностью и линейками клетчатой бумаги, учащиеся должны расположить данные числа на оси котангенсов так, как на рисунке 36. 
Рис. 36
Умение решать задачи 8.9 и 8.13 поможет учащимся научиться решать простейшие тригонометрические уравнения tg x = a и ctg x = a, а также освоить новые понятия — арктангенса числа и арккотангенса числа. 

8.16. Сравните: 

д) tg 1 и tg 2; 
е) tg 2 и tg 3; 
ж) сtg 1 и сtg 2; 
з) сtg 2 и сtg 3; 
и) tg 1 и сtg 2;

Решение. д) Так как угол в 1 радиан — угол первой четверти, а угол в 2 радиана — угол второй четверти, то tg 1 > 0, а tg 2 < 0, поэтому tg 1 > tg 2;

е) так как углы в 2 и 3 радиана — углы из промежутка 
[image: image525.wmf]÷
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2

, где функция tg 
[image: image526.wmf]a

 возрастает и 2 < 3,то tg 2 < tg 3;

ж) так как углы в 1 и 2 радиана — углы из промежутка (0; 
[image: image527.wmf]π

), где функция сtg 
[image: image528.wmf]a

 убывает и 1 < 2, то ctg 1 > ctg 2;

з) так как углы в 2 и 3 радиана — углы из промежутка (0; 
[image: image529.wmf]π

), где функция сtg 
[image: image530.wmf]a

 убывает и 2 < 3, то ctg 2 > ctg 3;

и) Так как угол в 1 радиан — угол первой четверти, а угол в 2 радиана — угол второй четверти, то tg 1 > 0, а сtg 2 < 0, поэтому tg 1 > сtg 2.

Лучшему усвоению изученного материала помогает самостоятельная работа С–29 из дидактических материалов.

Промежуточный контроль. С–29. 
8.2. Основные формулы для tg α и ctg α 

В этом пункте доказаны основные формулы для tg 
[image: image531.wmf]a

и ctg 
[image: image532.wmf]a

: 

tg (–
[image: image533.wmf]a

) = –tg 
[image: image534.wmf]a

, 
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tg (
[image: image535.wmf]a

 + 
[image: image536.wmf]π

n) = tg 
[image: image537.wmf]a

, n 
[image: image538.wmf]Î

 Z,
(2)


ctg (–
[image: image539.wmf]a

) = ctg 
[image: image540.wmf]a

,
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ctg (
[image: image541.wmf]a

 + 
[image: image542.wmf]π

n) = ctg 
[image: image543.wmf]a

, n 
[image: image544.wmf]Î

 Z,
(4)


tg 
[image: image545.wmf]a

(ctg 
[image: image546.wmf]a

 = 1, 
[image: image547.wmf]a

 
[image: image548.wmf]2

k
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¹

, k 
[image: image549.wmf]Î

 Z,
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tg2 
[image: image550.wmf]a

 + 1 = 
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, 
[image: image552.wmf]a
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 + 
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 Z,
(6)


ctg2 
[image: image556.wmf]a

 + 1 = 
[image: image557.wmf]a

2
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, 
[image: image558.wmf]a

 
[image: image559.wmf]¹



 EMBED Equation.3  [image: image560.wmf]π

k, k 
[image: image561.wmf]Î

 Z.
(7)

Здесь выполняются задания на упрощение выражений с помощью изученных формул, на нахождение по заданному значению одной из функции sin 
[image: image562.wmf]a

, cos 
[image: image563.wmf]a

, tg 
[image: image564.wmf]a

и ctg 
[image: image565.wmf]a

 значений остальных функций.

Решения и комментарии

8.22. Вычислите: в) sin 
[image: image566.wmf]a

, tg 
[image: image567.wmf]a

 и ctg 
[image: image568.wmf]a

, если 
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 и cos 
[image: image572.wmf]a

 = –0,6. 

Так как cos 
[image: image573.wmf]a

 = –0,6, то sin2 
[image: image574.wmf]a

 = 1 – cos2
[image: image575.wmf]a

 = 1 – 0,36 = 0,64. 

Так как 
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И здесь лучше избегать записи sin 
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 = 
[image: image589.wmf]a

-

±

2

cos

1

 по описанной выше причине.

8.24. Упростите выражение
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Решение. ж) 
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з) 
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8.27. Вычислите: 

а) tg (–800) + tg (–700) + tg (–600) + … + tg 600 + tg 700 + tg 800; 

в) tg (–800) tg (–700) tg (–600) … tg 600 tg 700 tg 800 = 0.

Решение.

а) tg (–800) + tg (–700) + tg (–600) + … + tg 600 + tg 700 + tg 800 = 

= –tg 800 – tg 700 – tg 600 – … + tg 600 + tg 700 + tg 800 = 0, так как сумма каждой пары слагаемых –tg 
[image: image606.wmf]a

 + tg 
[image: image607.wmf]a

 равна нулю, а средний член суммы tg 00 тоже равен нулю.

в) tg (–800) tg (–700) tg (–600) … tg 600 tg 700 tg 800 = 0, так как средний множитель в произведении tg 00 равен нулю.

Промежуточный контроль. С–30. 

8.3. Арктангенс 

В данном пункте учебника дано определение арктангенса числа a, из кото​рого получается формула tg (arctg a) = a, справедливая для любого числа a 
[image: image608.wmf]Î

 R. 

Введение понятия арктангенса можно мотивировать так же, как и введение понятия арксинуса. Это можно сделать при выполнении задания 8.30. 

Далее рассмотрена задача: для данного числа a 
[image: image609.wmf]Î

 R, найти все углы 
[image: image610.wmf]a

, для каждого из которых tg 
[image: image611.wmf]a

 = a. Здесь впервые получена формула 
[image: image612.wmf]a

 = arctg a + 
[image: image613.wmf]π

n, 
n 
[image: image614.wmf]Î

 Z.

Эта формула в дальнейшем будут использована при решении простейших тригоно​метрических уравнений.

Решения и комментарии

8.34. Сравните с нулем: а) arctg 1;    б) arctg (–1);    г) arctg 2;    д) arctg (–2).

Решение. При выполнении этого задания нужно воспользоваться тем, что arctg a определен на промежутке 
[image: image615.wmf]÷
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, при этом углы из промежутка 
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 отрицательные, а углы из промежутка 
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 положительные. Углы arctg 1 и arctg 2 из промежутка 
[image: image618.wmf]÷
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0

, углы arctg (–1) и arctg (–2) из промежутка 
[image: image619.wmf]÷
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2

, следовательно: 
а) arctg 1 > 0;    

б) arctg (–1) < 0; 

г) arctg 2 > 0; 

д) arctg (–2) < 0.

[image: image1864.png]


8.36. Найдите все углы 
[image: image620.wmf]a

, для каждого из которых: 

ж) tg 
[image: image621.wmf]a

 = –
[image: image622.wmf]3

3

; 

л) tg 
[image: image623.wmf]a

 = 
[image: image624.wmf]2

1

.

Ответ. ж) 
[image: image625.wmf]a

k = –
[image: image626.wmf]6

p

 + 
+ 
[image: image627.wmf]π

k, k 
[image: image628.wmf]Î

 Z (рис. 37, а); 

л) 
[image: image629.wmf]a

k = arctg 
[image: image630.wmf]2

1

 + 
[image: image631.wmf]π

k, k 
[image: image632.wmf]Î

 Z (рис. 37, б). 
Рис. 37
Дополнительное задание. Существует ли число x такое, что: 

а) arctg x = –
[image: image633.wmf]4

p

; 
б) arctg x = –
[image: image634.wmf]3

2

p

.

Если существует, то найдите его.

Решение. а) x = –1;

б) так как –
[image: image635.wmf]2

p

 < arctg x < 
[image: image636.wmf]2

p

, а –
[image: image637.wmf]3

2

p

 < –
[image: image638.wmf]2

p

, то такого числа x не существует.

8.4. Арккотангенс 

Введение понятия арккотангенса можно мотивировать так же, как и введение понятия арксинуса. Это можно сделать при выполнении задания 8.37. 

Только надо подчеркнуть принципиальное отличие: arcctg a — это угол из промежутка (0; 
[image: image639.wmf]π

). Из определения арккотангенса получается формула ctg (arcctg a = a, справедливая для каждого числа a 
[image: image640.wmf]Î

 R. 

Далее рассмотрена задача: для данного числа a 
[image: image641.wmf]Î

 R, найти все углы 
[image: image642.wmf]a

, для каждого из которых ctg 
[image: image643.wmf]a

 = a. Здесь впервые получена формула 
[image: image644.wmf]a

 = arcctg a + 
[image: image645.wmf]π

n, n 
[image: image646.wmf]Î

 Z. Эта формула в дальнейшем будут использована для решения простейших тригонометри​ческих уравнений.

Решения и комментарии

8.41. Сравните с числом 0,5
[image: image647.wmf]π

: а) arcctg 1; б) arcctg (–1); г) arcctg 2; д) arcctg (–2).

[image: image1865.png]Af3|




Решение. При выполнении этого задания нужно воспользоваться тем, что arcctg a определен на промежутке (0; 
[image: image648.wmf]p

), при этом углы из промежутка 
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 положительные, а углы из промежутка 
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 отрицательные. Углы arcctg 1 и arcctg 2 из промежутка 
[image: image651.wmf]÷
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, углы arcctg (–1) и arcctg (–2) из промежутка 
[image: image652.wmf]÷
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2

, поэтому: 
а) arcсtg 1 > 0;

б) arсctg (–1) < 0;

г) arсctg 2 > 0;

д) arcсtg (–2) < 0.

8.36. Найдите все углы 
[image: image653.wmf]a

, для каждого из которых: 

ж) сtg 
[image: image654.wmf]a

 = –
[image: image655.wmf]3

3

;

л) сtg 
[image: image656.wmf]a

 = 
[image: image657.wmf]2
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. 
Рис. 38

Ответ. ж) 
[image: image658.wmf]a

k = 
[image: image659.wmf]3
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p

 + 
[image: image660.wmf]π

k, k 
[image: image661.wmf]Î

 Z (рис. 38, а). 

л) 
[image: image662.wmf]a

k = arcctg 
[image: image663.wmf]2

1

 + 
[image: image664.wmf]π

k, k 
[image: image665.wmf]Î

 Z (рис. 38, б). 
Дополнительное задание. Существует ли число x такое, что: 

а) arcctg x = 
[image: image666.wmf]4

p

; 
б) arcctg x = 
[image: image667.wmf]4

5

p

.

Если существует, то найдите его.

Решение. а) x = 1;

б) так как 0 < arcctg x < 
[image: image668.wmf]π

, а 
[image: image669.wmf]4

5

p

 > 
[image: image670.wmf]π

, то такого числа x не существует.

Промежуточный контроль. С–31. 

8.5. Примеры использования арктангенса и арккотангенса

В данном пункте рассмотрено применение арктангенса и арккотангенса для нахож​дения всех углов, для каждого из которых справедливы неравенства tg 
[image: image671.wmf]a

 > a (tg 
[image: image672.wmf]a

 < a) и ctg 
[image: image673.wmf]a

 > a (ctg 
[image: image674.wmf]a

 < a). Тем самым подготовлена база для изучения решения простейших тригонометрических неравенств для тангенсов и котангенсов. 

[image: image1866.png]


Главная трудность в решении рассматриваемых задач заключается в правильном изображении соответствующих точек единичной окружности — границ промежутков и в правильном чтении получаемых промежутков. 

Решения и комментарии

В заданиях 8.44 – 8.46 по сути требуется решить простейшие тригонометрические неравенства, но задача формулируется в других терминах. Здесь использованы все «табличные» значения tg 
[image: image675.wmf]a

 и ctg 
[image: image676.wmf]a

, а в задании 8.47 надо использовать арктангенс и арккотангенс. 

8.47. Найдите все углы 
[image: image677.wmf]a

, для каждого из которых: в) tg 
[image: image678.wmf]a

 > 2. 

Решение. Сначала найдем угол 
[image: image679.wmf]a

1 
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, такой, что tg 
[image: image682.wmf]a

1 = 2. Это 
[image: image683.wmf]a

1 = arctg 2 (рис. 39). Теперь найдем все искомые углы 
[image: image684.wmf]a

, для каждого из которых tg 
[image: image685.wmf]a

 > 2: 
Рис. 39

arctg 2 + 
[image: image686.wmf]π

k < 
[image: image687.wmf]a
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 + 
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k, k 
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 Z. 

8.6. Формулы для арктангенса и арккотангенса

В данном пункте доказаны формулы: 


arctg (–a) = –arctg a, 


arcctg (–a) = 
[image: image691.wmf]π

 – arcctg a,


arctg (ctg 
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) = 
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arcctg (ctg 
[image: image697.wmf]a

) = 
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, 
[image: image699.wmf]a

 
[image: image700.wmf]Î

 (0; 
[image: image701.wmf]π

).

Здесь же показаны решения задач, связанных с вычислением arctg (tg 
[image: image702.wmf]a

) для 
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, а также arcctg (ctg 
[image: image706.wmf]a
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[image: image707.wmf]a
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 (0; 
[image: image709.wmf]π

).

Решения и комментарии

8.52. Вычислите: г) arcctg (ctg (–
[image: image710.wmf]4

p

)); 
д) arctg (tg 
[image: image711.wmf]6
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p

).

Решение. г) arcctg (ctg (–
[image: image712.wmf]4

p

)) = arcctg (ctg 
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) = 
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, так как 
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 (0; 
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);

д) arctg (tg 
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) = arctg (tg (–
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8.53. Вычислите: а) arctg (tg 5); 
б) arcctg (ctg 5).

Решение. 
а) arctg (tg 5) = arctg (tg (5 – 2
[image: image724.wmf]π

)) = 5 – 2
[image: image725.wmf]π

, так как 5 – 2
[image: image726.wmf]π
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б) arcctg (ctg 5) = arcctg (ctg (5 – 
[image: image729.wmf]π

)) = 5 – 
[image: image730.wmf]π

, так как 5 – 
[image: image731.wmf]π
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 (0; 
[image: image733.wmf]π

).

Дополнительное задание. 1. Вычислите: sin (arctg a).

Решение. Так как arctg a существует для любого a 
[image: image734.wmf]Î

 R, то далее будем считать, что a — любое число. Обозначим 
[image: image735.wmf]b

 = arctg a, тогда tg 
[image: image736.wmf]b

 = a. 

Вычислим cos2
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Так как –
[image: image740.wmf]2
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, то cos 
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 > 0, поэтому cos 
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. Из формулы tg 
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 следует, что sin 
[image: image749.wmf]b

 = tg 
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Итак, sin (arctg a) = 
[image: image754.wmf]1
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 R).

2. Вычислите: tg (arcsin a).

Решение. Обозначим 
[image: image756.wmf]b

 = arcsin a, тогда sin 
[image: image757.wmf]b

 = a. Так как tg 
[image: image758.wmf]b

 не определен для 
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 = 
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 и 
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 = –
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, то –
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 < 
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 < 
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, поэтому в этой задаче a 
[image: image766.wmf]Î

 (–1; 1). Вычислим cos2
[image: image767.wmf]b

 = 1 – sin2
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 = 1 – a2. 

Так как –
[image: image769.wmf]2

p

 < 
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 < 
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, то cos 
[image: image772.wmf]b

 > 0, поэтому cos 
[image: image773.wmf]b

 = 
[image: image774.wmf]2
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.

Теперь вычислим tg 
[image: image775.wmf]b

 = 
[image: image776.wmf]b
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 = 
[image: image777.wmf]2
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.

Итак, tg (arcsin a) = 
[image: image778.wmf]2

1

a
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, a 
[image: image779.wmf]Î

 (–1; 1).
Контрольная работа № 5. 

§ 9. Формулы сложения 

9.1. Косинус разности и косинус суммы двух углов

Отметим, что основной формулой, из которой получаются остальные, является формула cos (
[image: image780.wmf]a

 – 
[image: image781.wmf]b

) = cos 
[image: image782.wmf]a

 cos 
[image: image783.wmf]b

 + sin 
[image: image784.wmf]a

 sin 
[image: image785.wmf]b

. Она доказывается с помощью скалярного произведения векторов. Следует отметить, что в других учебниках эта формула доказывается другими способами. Для доказательства формулы cos (
[image: image786.wmf]a

 + 
[image: image787.wmf]b

) достаточно выполнить преобразование cos (
[image: image788.wmf]a

 + 
[image: image789.wmf]b

) = 
= cos (
[image: image790.wmf]a

 – (–
[image: image791.wmf]b

)) и применить формулу косинуса разности двух углов и свойства синуса и косинуса.

Остановимся на способе запоминания этих двух формул:


cos (
[image: image792.wmf]a

 – 
[image: image793.wmf]b

) = cos 
[image: image794.wmf]a

 cos 
[image: image795.wmf]b

 + sin 
[image: image796.wmf]a

 sin 
[image: image797.wmf]b

,
(1)


cos (
[image: image798.wmf]a

 + 
[image: image799.wmf]b

) = cos 
[image: image800.wmf]a

 cos 
[image: image801.wmf]b

 – sin 
[image: image802.wmf]a

 sin 
[image: image803.wmf]b

,
(2)

Надо обратить внимание учащихся на чередование функций в правых частях формул: «косинус-косинус, синус-синус» для формул (1) и (2), и на то, что знаки в левых и правых частях в формулах (1) и (2) различны.

Забегая вперед отметим, что на чередование функций можно будет опираться при запоминании формулы cos 2
[image: image804.wmf]a

 = cos2
[image: image805.wmf]a

 – sin2
[image: image806.wmf]a

, которая получится из формулы (2) заменой 
[image: image807.wmf]b

 на 
[image: image808.wmf]a

. 

Решения и комментарии

9.7. Докажите справедливость равенства: 

а) cos (
[image: image809.wmf]a

 – 
[image: image810.wmf]2

p

) = sin 
[image: image811.wmf]a

;
г) cos (
[image: image812.wmf]2

3

p

 + 
[image: image813.wmf]a

) = sin 
[image: image814.wmf]a

.

Здесь надо доказать формулы, аналогичные формулам для дополнительных углов из п. 9.2, поэтому способ доказательства, основанный на применении формул (1) – (2), должен быть усвоен учащимися. 

Решение. 
а) cos (
[image: image815.wmf]a

 – 
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) = cos 
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(cos 
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г) cos (
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9.12. Вычислите: а) cos 1350; 
б) cos 150.

Решение. а) cos 1350 = cos (900 + 450) = cos 900(cos 450 – sin 900(sin 450 =
= 0(
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б) cos 150 = cos (450 – 300) = cos 450(cos 300 + sin 450(sin 300 = 
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9.13. Вычислите: а) cos 750 + cos 150.

Решение. cos 750 + cos 150 = cos (450 + 300) + cos (450 – 300) = cos 450(cos 300 – 
– sin 450(sin 300 + cos 450(cos 300 + sin 450(sin 300 = 2cos 450(cos 300 = 2(
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9.14. Упростите выражение: 

а) cos (450 + 
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в) cos2 (600 + 
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Решение. а) cos (450 + 
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9.18. Найдите наибольшее и наименьшее значение выражения: 
а) cos 
[image: image898.wmf]a
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.
Сначала преобразуем данное выражение:

cos 
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Так как наибольшим и наименьшим значением выражения cos (
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) являются числа 1 и –1 соответственно, то наибольшим и наименьшим значением выражения cos 
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 являются числа 2 и –2 соответственно. 

9.2. Формулы для дополнительных углов 

В этом пункте доказаны две формулы 
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которые очень часто используются в дальнейшем.

Решения и комментарии

9.22. Упростите выражение: а) sin (900 – 130);
б) sin (–900 + 240).

Решение. а) sin (900 – 130) = cos 130;

б) sin (–900 + 240) = –sin (900 – 240) = –cos 240.

9.23. Выразите число через синус или косинус положительного угла, не превышающего 450: е) sin 18590;
ж) cos 4440.
Решение. е) sin 18590 = sin (5(3600 + 590) = sin 590 = sin (900 – 310) = cos 310;

ж) cos 4440 = cos (3600 + 840) = cos 840 = cos (900 – 60) = sin 60.

9.24. Выразите число через синус или косинус положительного угла, не превышающего 
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е) cos 
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Решение. 
е) cos 
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ж) sin 
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Заметим, что в заданиях 9.24 (е, ж) формулы (1) и (2) применяются не «слева направо», а «справа налево», 

9.3. Синус суммы и синус разности двух углов

В данном пункте учебника доказаны формулы синуса суммы и синуса разности двух углов:


sin (
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Обратим внимание на то, что в учебнике уже доказаны формулы для sin (
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 (п. 9.2). Только с доказательством формул для cos 
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 появилась возможность доказать формулы для cos 
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 для любого целого k. 

Так как значения синуса и косинуса не изменяются от прибавления (вычитания) 
[image: image961.wmf]p
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 к аргументу, то синус (косинус) любого из указанных выше аргументов нетрудно свести к синусу (косинусу) аргументов 
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, которые можно привести к аргументу 
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, применяя формулы синуса (косинуса) суммы (разности) двух углов.

Выпишем все 12 формул для указанных выше шести аргументов:
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Все эти формулы можно воспроизводить с помощью следующего мнемонического правила
:

1) Если первое слагаемое аргумента 
[image: image993.wmf]2

p

 или 
[image: image994.wmf]2

3

p

, то в правой части формулы надо заменить синус на косинус (косинус на синус). Если первое слагаемое аргумента 
[image: image995.wmf]p

, то менять синус (косинус) не надо. 

2) В правой части формулы надо поставить знак «–», только если для острого угла 
[image: image996.wmf]a

 значение синуса (косинуса) в левой части формулы отрицательно. 

Эти формулы называют часто формулами приведения (аргумента к более простому виду). Но специального пункта «Формулы приведения» в учебнике нет. Однако стоит уделить внимание известному мнемоническому правилу, позволяющему правильно воспроизводить любую из формул приведения. Это правило отвечает на два вопроса: 1) менять или не менять наименование функции (синус на косинус, косинус на синус)? 2) Ставить или нет в правой части формулы знак «–»?

Но известен и менее формальный его вариант, который учителя математики передают из поколения в поколение. Обычно рассказывают такую историю.

В старые добрые времена жил рассеянный математик, который при поиске ответа на вопрос 1), смотрел на свою ученую лошадь, а она кивала головой вдоль той оси координат, которой принадлежала точка, соответствующая первому слагаемому аргумента 
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, … Если лошадь кивала головой вдоль оси Oy, то математик считал, что получен ответ «да, менять», если вдоль оси Ox, то «нет, не менять».

Можно посоветовать учащимся, за неимением ученой лошади, самим кивать головой вдоль той оси координат, которой принадлежит точка, соответствующая первому слагаемому аргумента. Так они получат ответ на вопрос 1). Разумеется, они должны понимать, что это шутка, что формулы доказаны, а «лошадиное» правило лишь помогает им определить функцию угла 
[image: image1000.wmf]a

 для правой части формулы.

Ответ на вопрос 2) получается так. Хотя формулы приведения доказаны для любого угла 
[image: image1001.wmf]a

, достаточно определить знак левой части формулы для острого угла 
[image: image1002.wmf]a

 и поставить его перед sin 
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 или cos
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 в правой части формулы. 

Например, sin
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Решения и комментарии

9.30. Упростите выражение: 

а) 
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sin 
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б) 
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 – sin 
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).

При решении этого задания формулы (1) – (2) применяются для формирования умения преобразовывать тригонометрические выражения с помощью вспомогательного угла. Тот же прием используется при решении задания 9.33.

Решение. а) 
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9.33. Найдите наибольшее и наименьшее значение выражения: 
б) 5cos
[image: image1033.wmf]a

 + 12sin 
[image: image1034.wmf]a

.
Решение. б) Так как 
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Так как 
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 такой, что sin 
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. Тогда A = 13 (sin 
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) = 13 sin (
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Так как наибольшее и наименьшее значения выражения sin (
[image: image1051.wmf]b

 + 
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) равны 1 и –1 соответственно, то наибольшее и наименьшее значения выражения A равны 13 и –13 соответственно.

Промежуточный контроль. С–32, С–33.

9.4. Сумма и разность синусов и косинусов 

В данном пункте доказаны формулы 
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(3)

cos 
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.
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Для лучшего запоминания формул (1) – (4) надо обратить внимание учащихся на то, что в левой части каждой из них стоят суммы или разности одноименных функций от  и , а справа — удвоенные произведения двух функций от полусуммы или полуразности этих углов. Воспроизводить эти формулы будет легче, если учащиеся запомнят идею их доказательства: надо сложить или вычесть sin (x + y) и sin (x – y) или cos (x + y) и cos (x – y). В первом случае получим чередование функций «синус-косинус» и при сложении, и при вычитании, а во втором случае получим чередование функций «косинус-косинус» при сложении и «синус-синус» при вычитании.

В правой части каждой из формул (1) – (4) знак между 
[image: image1069.wmf]a

 и 
[image: image1070.wmf]b

 в числителе первого аргумента совпадает со знаком между функциями в левой части формулы.

Не рекомендуем правую часть формулы (4) писать без минуса: 2sin 
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. Учащиеся должны запомнить, что знак «–» в правой части формул (1) – (4) ставится только при вычитании косинусов.

Решения и комментарии

9.38. Докажите справедливость равенства: а) sin 500 + sin 100 – cos 200 = 0.

Решение. sin 500 + sin 100 – cos 200 = 2sin 300 cos 200 – cos 200 = 
= cos 200 – cos 200 = 0, что и требовалось доказать.

9.40. Докажите справедливость равенства: а) cos 
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Решение. а) cos 
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 = 0, что и требовалось доказать.

9.41. Вычислите: в) cos 
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Формулы для cos
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, sin 
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, sin 
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 cos 
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 еще будут изучаться в п. 9.6, необязательном для изучения на базовом уровне. Здесь же для решения задания а) воспользуемся равенством cos (x + y) + cos (x – y) = 2 cos x cos y, полученном при доказательстве формул 1 – 4. Из него нетрудно получить формулу cos x cos y = 
= 
[image: image1088.wmf]2
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(cos (x + y) + cos (x – y)), с помощью которой выполним вычисления:

Решение. а) cos 
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Промежуточный контроль. С–34.

9.5. Формулы для двойных и половинных углов 

В данном пункте доказаны формулы 

sin 2
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 = 2sin 
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Идею доказательства формул (1) – (2) — в формулах для sin (
[image: image1111.wmf]a
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) и cos (
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 на 
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 — учащиеся должны обязательно знать.

Не рекомендуем формулы (3) и (4) писать в виде 
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так как учащиеся могут подумать, что для каждого 
[image: image1121.wmf]a

 существует два значения sin
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 или cos
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, а это не так. 

Решения и комментарии

9.62. Докажите справедливость равенства: 

а) (sin 
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Доказательство. (sin 
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9.63. Докажите справедливость равенства: 

а) sin 2
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Доказательство. sin 2
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), что и требовалось доказать.

9.64. а) Вычислим cos 
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Для решения этой задачи умножим и разделим выражение A на 8 sin 
[image: image1181.wmf]9

p

 и преобразуем полученную дробь, применяя 3 раза формулу синуса двойного угла:
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Заметив, что sin 
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, имеем: cos 
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Применение рассмотренного приема в следующем задании не так очевидно.

Дополнительное задание. Вычислим: cos 
[image: image1196.wmf]5
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 – sin 
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.

Для решения задачи сначала приведем данное выражение к разности одноименных функций: 

cos 
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Теперь, применив формулу разности синусов, получим: 

sin 
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Умножим и разделим полученное произведение на 2cos 
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 и применим два раза формулу синуса двойного угла:

–2sin 
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Заметив, что sin 
[image: image1216.wmf]10

4

p

 = sin 
[image: image1217.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

p

-

p

10

2

 = cos 
[image: image1218.wmf]10

p

, имеем: cos 
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Промежуточный контроль. С–35.

9.6. Произведение синусов и косинусов

В этом пункте доказаны три формулы: 

sin 
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 cos 
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Эти формулы относятся к таким, которые проще вывести заново, если они не запомнились надежно. И здесь запоминанию формул способствует опора на чередование функций для синуса суммы или разности двух углов, косинуса суммы и разности двух углов.

Решения и комментарии

9.65. Преобразуйте в сумму или в разность: а) cos 3
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Решение. cos 3
[image: image1245.wmf]a

 cos 
[image: image1246.wmf]a

 = 
[image: image1247.wmf]2

1

(cos (3
[image: image1248.wmf]a

 + 
[image: image1249.wmf]a

) + cos (3
[image: image1250.wmf]a

 – 
[image: image1251.wmf]a

)) = 
= 
[image: image1252.wmf]2

1

(cos 4
[image: image1253.wmf]a

+ cos 2
[image: image1254.wmf]a

) = 
[image: image1255.wmf]2

1

cos 4
[image: image1256.wmf]a

+ 
[image: image1257.wmf]2

1

cos 2
[image: image1258.wmf]a

.

9.66. Докажите, что: а) sin 
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Доказательство. sin 
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Докажите, что если 
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 — углы треугольника, то выполняется равенство (9.69–9.71):
9.69. а) sin 
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Доказательство. Сначала преобразуем правую часть равенства, учитывая, что 
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 = 1800 – (
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9.70. а) sin2
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Доказательство. Сначала преобразуем отдельно левую (A) и правую (B) части доказываемого равенства, учитывая, что 
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Таким образом, A = B, что и требовалось доказать.
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Промежуточный контроль. С–36.

9.7. Формулы для тангенсов
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Заметим, что каждая из этих выше формул справедлива не для всех значений 
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, а лишь для тех, которые записаны в скобках после каждой формулы.
Здесь же приведены примеры применения этих формул.
В примере 6 с помощью формул (1) получены формулы для выражения сторон пифагоровых треугольников через любые натуральные числа m, n, k такие, что m > n:

x = k(m2 – n2), y = 2mnk, z = k(m2 + n2)
Решения и комментарии
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Следовательно, в первом случае равенство (1) доказано.
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, то есть справедливы равенства 


sin 3
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Так как для 
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 Z имеет смысл tg 3
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, что в частности означает, что cos 3
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 0 для этих углов, то, используя равенства (4), получаем, что справедливы равенства 


tg 3
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Так как cos 
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 Z, то разделив числитель и знаменатель дроби в правой части равенства (5) на cos3 
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, получим, что справедливо равенство 


tg 3
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Тем самым требуемое равенство (3) доказано для всех 
[image: image1767.wmf]a

 
[image: image1768.wmf]¹

 
[image: image1769.wmf]6

p

 + 
[image: image1770.wmf]3

n

p

, n 
[image: image1771.wmf]Î

 Z, что и требовалось доказать.

Промежуточный контроль. С–37. 

§ 10. Тригонометрические функции числового аргумента 

В этом параграфе изучаются тригонометрические функции не угла, а числа. Изучение всех тригонометрических функций числового аргумента опирается на изученные ранее свойства тригонометрических функций угла и строится по одной и той же схеме. Сначала формулируются и обосновываются свойства функции, затем строится ее график. Перед п. 10.1 дано определение периодической функции и ее главного периода. Обратим внимание на то, что в определении периодической функции требуется, чтобы для любого значения x из области определения функции числа x + T и x – T (T 
[image: image1772.wmf]¹

 0) также принадлежали этой области определения и выполнялось равенство f (x + T) = f (x).
Далее в учебнике доказано, что из данного определения следует справедливость равенства f (x – T) = f (x), чего иногда требуют по определению. 

Определение периодической функции можно дать иначе: если для любого значения x из области определения функции f (x) справедливы равенства


f (x + T) = f (x – T) = f (x),
(1)

то функцию f (x) называют периодической с периодом T (T 
[image: image1773.wmf]¹

 0). При таком определении проверять принадлежность x + T и x – T области определения функции f (x) не требуется, так как так как естественно подразумевается, что если справедливы равенства (1), то имеют смысл выражения f (x + T) и f (x – T), поэтому x + T и x – T принадлежат области определения функции f (x).

10.1. Функция y = sin  x 

[image: image1867.png]=)




В данном пункте дано определение функции y = sin x, сформулированы и обоснованы ее свойства, затем строится ее график. При построении графика можно рекомендовать учащимся использовать один и тот же единичный отрезок 1 см по обеим осям. Тогда точка 
[image: image1774.wmf]p

 на оси Ox будет правее точки 3. При правильном построении графика прямая y = x должна оказаться касательной к графику функции y = sin x (рис. 40). 

Рис. 40

Этот факт можно сообщить учащимся для самоконтроля. Он будет доказан позже при вычислении производной функции y = sin x в точке x = 0 (в 11 классе). Главным периодом функции y = sin x является число T = 2
[image: image1775.wmf]p

. Этот факт будет доказан в п. 10.2.

Решения и комментарии

10.7. Сравните: а) sin 
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 и sin 
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г) sin 
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Решение. а) Числа 
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, на котором функция y = sin x возрастает, 
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, следовательно, sin 
[image: image1785.wmf]7

p

 < sin 
[image: image1786.wmf]7

3

p

. 

г) Числа 
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, на котором функция y = sin x убывает, 
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10.8. Постройте график функции:

а) y = | sin x |; 
б) y = sin (
[image: image1794.wmf]p

 – x); 
в) y = 2  sin 
[image: image1795.wmf]2

x

  cos 
[image: image1796.wmf]2

x

;

г) y = sin | x |; 
д) y = | sin x – 0,5|;
е) y = sin x – 1; 

Решение. а) Чтобы построить график функции y = | sin x |, нужно сохранить точки графика функции y = sin x, расположенные выше и на оси Ox, и симметрично отразить относительно оси Ox точки графика функции y = sin x, расположенные ниже оси Ox (рис. 41). 

[image: image1868.png]


б), в) Учащиеся должны обнаружить, что данную функцию можно записать в виде y = sin x, поэтому ее график — синусоида (рис. 40). 
Рис. 41

г) Чтобы построить график функции y = sin | x |, нужно сохранить точки графика функции y = sin x, расположенные правее и на оси Oy, и симметрично отразив эту часть графика функции y = sin x относительно оси Oy, получить вторую часть искомого графика функции (рис. 42).
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Рис. 42
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д) Чтобы построить график функции y = | sin x – 0,5 |, нужно перенести график функции y = sin x на 0,5 единицы вниз, затем сохранить точки полученного графика, расположенные выше и на оси Ox, и симметрично отразить относительно оси Ox точки, расположенные ниже оси Ox (рис. 43).

Рис. 43
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е) График функции y = sin x – 1 получен переносом графика функции 
y = sin x на 1 единицу вниз (рис. 44).

Рис. 44

10.9. Сколько корней имеет уравнение:

а) sin x = x2; 
б) sin x = –x2;
в) sin x = 
[image: image1797.wmf]10

x

; 
г) sin x = 
[image: image1798.wmf]100

x

.

Решение. а) Функция f (x) = sin x принимает значения лишь из промежутка [–1; 1], а функция g (x) = x2 принимает значения из того же промежутка лишь при x 
[image: image1799.wmf]Î

 [–1; 1], поэтому уравнение может иметь корни лишь на отрезке [–1; 1]. Построим графики функций y = sin x и y = x2 (рис. 45).
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При x 
[image: image1800.wmf]Î

 [–1; 0) f (x) < 0, а g (x) > 0, поэтому на этом промежутке графики функций не имеют общих точек, а значит, уравнение sin x = x2 не имеет корней;
Так как f (0) = g (0), то x1 = 0 — корень уравнения sin x = x2. 

При x 
[image: image1801.wmf]Î

 (0; 1] графики функций имеют единственную общую точку, значит, уравнение sin x = x2 имеет еще один корень.

Итак, уравнение sin x = x2 имеет два корня. 
Рис. 45
Замечание. При решении этой задачи мы вынуждены опираться на графики функций. Вывод о существовании точки пересечения графиков на промежутке 
(0; 1] следует из того, что разность функций f (x) – g (x) в точке 
[image: image1802.wmf]6

p

 положительна, а в точке 1 отрицательна. Значит, есть хотя бы одна точка из интервала (
[image: image1803.wmf]6

p

; 1), где эта разность равна нулю. Вывод о единственности такой точки следует из возрастания обеих функций на промежутке [
[image: image1804.wmf]6

p

; 1] с сохранением выпуклости вверх у одного графика и выпуклости вниз другого. Этот материал будет изучаться в 11 классе. 

в) Функция f (x) = sin x принимает все значения из промежутка [–1; 1], а функция 
g (x) = 
[image: image1805.wmf]10

x

 принимает все значения из того же промежутка при x 
[image: image1806.wmf]Î

 [–10; 10]. Поэтому уравнение имеет корни лишь на отрезке [–10; 10].

Так как обе функции нечетные, то сначала рассмотрим их на промежутке 
[0; 10] (рис. 46). На промежутках [
[image: image1807.wmf]p

; 2
[image: image1808.wmf]p

] и [3
[image: image1809.wmf]p

; 10] функция f (x) принимает неположительные значения, а функция g (x) — положительные. На этих промежутках графики функций не пересекаются. На каждом их промежутков 
[0; 
[image: image1810.wmf]p

] и [2
[image: image1811.wmf]p

; 3
[image: image1812.wmf]p

] графики функций пересека​ются в двух точках, следовательно, на промежутке [0; 10] графики функций пересекаются в четырех точках, поэтому на промежутке [0; 10] данное уравнение имеет 4 корня. Столько же корней оно имеет на промежутке [–10; 0]. Но так как корень x = 0, входит в оба эти промежутка (он учтен дважды), то всего исходное уравнение имеет 7 корней. Отметим, что и в этом решении мы вынуждены опираться на графики.
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Рис. 46

г) Функция f (x) = sin x принимает все значения из промежутка [–1; 1], а функция g (x) = 
[image: image1813.wmf]100

x

 принимает все значения из того же промежутка при 
x 
[image: image1814.wmf]Î

 [–100; 100]. Поэтому уравнение имеет корни лишь на отрезке [–100; 100]. Рассмотрим эти функции на промежутке [–100; 100]. 

В отрезке [0; 100] укладывается 15 полных периодов 2
[image: image1815.wmf]p

 и один неполный, изображенный на рисунке 47. На каждом из этих 16 периодов графики функций пересекаются в двух точках. Всего на промежутке [0; 100] имеется 32 точки пересечения, считая и точку x = 0. 
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Рис. 47

В силу симметричности графиков функций относительно начала координат на промежутке [–100; 0] также имеется 32 точки пересечения, считая и точку x = 0, поэтому всего точек пересечения 32 + 32 – 1 = 63 (точка x = 0 была учтена дважды). Следовательно, уравнение sin x = 
[image: image1816.wmf]100

x

 имеет 63 корня. И в этом решении мы вынуждены опираться на графики.

Дополнительное задание. Постройте график функции y = | sin x | + sin x.
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При тех значениях x, для которых sin x 
[image: image1817.wmf]³

 0 функция задается формулой y = 2sin x; при тех значениях x, для которых sin x < 0 функция задается формулой y = 0. На рисунке 48 график функции y = sin x изображен тонкой линией, а график функции y = | sin x | + sin x — жирной линией. 

Рис. 48
10.2. Функция y = cos  x
В данном пункте дано определение функции y = cos x, сформулированы и обоснованы ее свойства, затем строится ее график. При построении графика используется график функции y = sin x. В конце пункта разобраны две задачи, в которых доказывается, что у функций y = sin x и y = cos x не существует положительного периода, меньшего T = 2
[image: image1818.wmf]p

. Тем самым доказано, что T = 2
[image: image1819.wmf]p

 является главным периодом функций y = sin x и y = cos x.

Решения и комментарии

10.17. Постройте график функции: 

а) y = | cos x |;
б) y = cos (
[image: image1820.wmf]p

 – x);
в) y = ctg x sin x.

[image: image1876.png]


Решение. а) Чтобы построить график функции y = | cos x |, нужно сохранить точки графика функции y = cos x, расположенные выше и на оси Ox, и симметрично отразить относительно оси Ox точки графика функции y = cos x, расположенные ниже оси Ox (рис. 49).

Рис. 49

б) Так как cos (
[image: image1821.wmf]p

 – x) = –cos x, то график функции y = cos (
[image: image1822.wmf]p

 – x) получится симметричным отражением косинусоиды y = cos x относительно оси Ox.

10.18. Сколько корней имеет уравнение:

а) cos x = x2; 
б) cos x = –x2;
в) cos x = 
[image: image1823.wmf]10

x

; 
г) cos x = 
[image: image1824.wmf]100

x

.

Ответ. а) 2 корня; б) нет корней; в) 7 корней; г) 63 корня. 

10.3. Функция y = tg  x 

В данном пункте дано определение функции y = tg x, сформулированы и обоснованы ее свойства, затем строится ее график. Главным периодом функций 
y = tg x является число T = 
[image: image1825.wmf]p

. Этот факт будет доказан в п. 10.4. При правильном построении графика прямая y = x должна оказаться касательной к графику функции y = tg x. Этот факт можно сообщить учащимся для самоконтроля. Он будет доказан в 11 классе с помощью вычисления производной функции y = tg x в точке x = 0.

Решения и комментарии

10.24. Сравните: а) tg 
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 и tg 
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г) tg 
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 и tg 
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Решение. а) Числа 
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, на котором функция y = tg x возрастает, 
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, следовательно, tg 
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г) Числа 
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, на котором функция y = tg x возрастает, 
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, следовательно, tg 
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 < tg 
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10.25. Постройте график функции: 

а) y = | tg x |; 
б) y = tg | x |; 
в) y = tg (
[image: image1844.wmf]p

 – x); 

г) y = tg x – 1; 
д) y = | tg x – 1 |; 
е) y = tg x cos x. 

Решение. а) Чтобы построить график функции y = | tg x |, нужно сохранить точки графика функции y = | tg x |, расположенные выше и на оси Ox, и симметрично отразить относительно оси Ox точки графика функции y = | tg x |, расположенные ниже оси Ox (рис. 50). 

б) Чтобы построить график функции y = tg | x |, нужно сохранить точки графика функции y = tg x, расположенные правее и на оси Oy, и симметрично отразив эту часть графика функции y = tg x относительно оси Oy, получить вторую часть искомого графика функции (рис. 51). 

в) Так как tg (
[image: image1845.wmf]p

 – x) = tg (–x) = – tg x, то график функции y = tg (
[image: image1846.wmf]p

 – x) получится из графика функции y = tg x с помощью симметрии относительно оси Ox. 

г) График функции y = tg x – 1 получится из графика функции y = tg x с помощью переноса на 1 единицу вниз (рис. 52). 

д) Чтобы построить график функции y = | tg x – 1 |, нужно перенести график функции 
y = tg x на 1 единицу вниз, затем сохранить точки полученного графика, расположенные выше оси Ox, и симметрично отразить относительно оси Ox точки графика, располо​женные ниже оси Ox (рис. 53). 

е) Так как tg x cos x = sin x для всех x, кроме x = 
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 + 
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n, n 
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 Z, то график функции 
y = tg x cos x есть график функции y = sin x без точек, соответствующих числам 
x = 
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 + 
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 Z (рис. 54). Эти точки изображены на графике «выколотыми» точками. 
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Рис. 50
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Рис. 51
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Рис. 52
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� Здесь и далее углы � EMBED Equation.3  ��� и � EMBED Equation.3  ��� таковы, что данные числовые выражения имеют смысл.


� Мнемоническое правило — правило для запоминания (Мнемозина — богиня памяти у древних греков).
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