Глава 4. Системы рациональных уравнений
Четвёртая глава посвящена изучению способов решения систем рациональных уравнений. Здесь используются понятия, изученные в 7 классе и применявшиеся ранее к системам линейных уравнений, что даёт возможность повторить изученное и научится действовать в новой ситуации. Это понятия: решения уравнения с двумя (тремя) неизвестными, системы уравнений с двумя (тремя) неизвестными, понятие равносильности уравнений, систем уравнений. 

Цель изучения главы 4: усвоить перечисленные понятия, научиться решать системы рациональных уравнений и применять их к решению текстовых задач.
§ 9. Системы рациональных уравнений
Основная цель девятого параграфа заключается в том, чтобы, опираясь на известные понятия, связанные с уравнениями и системами линейных уравнений, научится решать системы рациональных уравнений, научиться применять их к решению текстовых задач.

9.1. Понятие системы рациональных уравнений
В данном пункте вводятся понятия рационального уравнения с двумя (тремя) неизвестными и его решения, определяется, что значит решить систему уравнений, приводятся утверждения о равносильности систем уравнений.
Основными заданиями данного пункта являются задания на установление того, что данная пара (тройка) чисел является решением системы. Дополнительное задание приучает учащихся к решению задач с параметрами.
Задание для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задание 805–807.

Решения и комментарии

500. Является ли решением системы уравнений 
[image: image462.png]Paccroanne
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 пара чисел:

а) (0; 3);
б) (–3; 2).
Решение. а) Так как 0 + 5 
[image: image2.wmf]¹

 3, то пара чисел (0; 3) не является решением вто​рого уравнения системы, а значит, не является и решением системы уравнений. 

б) Так как –3 + 5 = 2, (–3)2 + (–3)(2 – 3 = 0, то пара чисел (–3; 2) является решением системы уравнений.

501. Является ли решением системы уравнений 
[image: image3.wmf]ï
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 тройка чисел:

а) (1; –1; 1);
б) (1; 1; 1).
Решение. а) Так как 1 – 1 + 1 
[image: image4.wmf]¹

 3, то тройка чисел (1; –1; 1) не является решением первого уравнения системы, а значит, не является и решением системы уравнений. 
б) Так как 1 + 1 + 1 = 3, 1 –1 – 1 
[image: image5.wmf]¹

 –2, то тройка чисел (1; 1; 1) не является решением второго уравнения системы, а значит, не является решением системы уравнений.
Дополнительное задание

1. При каком значении a пара чисел (2; –1) является решением системы уравнений 
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Решение. Пусть a — некоторое число, для которого пара чисел (2; –1) является решением системы уравнений, тогда верны два числовых равенства: 

1) 2a2 + a = 21 и 2) 10 + a = a2 + 4,

которые можно рассматривать как уравнения относительно a. Уравнение 2) имеет два корня: a1 = 3 или a2 = –2. Число a1 является корнем уравнения 1), а число a2 = –2 — нет, следовательно, при a = 3 пара чисел (2; –1) является решением системы уравнений. И других значений а, удовлетворяющих условию задачи, нет. 
9.2. Способ подстановки решения систем рациональных уравнений
В данном пункте на трёх примерах показано, как можно решать способом подстановки рациональных уравнений, в которых имеется хотя бы одно уравнение первой. 
Задание для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задание 810.

Решения и комментарии

512. Решите систему уравнений:

г)
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д) 
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Решение. г) Выразив x через y из второго уравнения системы и подставив y + 1 вместо x в первое уравнение, перепишем систему в виде:
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(1)

Теперь, решив первое уравнение системы (1), найдём два его корня y1 = –4 и y2 = 3. Из второго уравнения системы (1) получим соответствующие им значения x: x1 = –3 и x2 = 4. 

д) Выразив y через x из второго уравнения системы и подставив 3 – 3x вместо y в первое уравнение, перепишем систему в виде:
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(2)

Теперь, решив первое уравнение системы (2), найдём два его корня x1 = 
[image: image11.wmf]8

9

 и 
x2 = 
[image: image12.wmf]3

1

. Из второго уравнения системы (2) получим соответствующие им значения y: y1 = –
[image: image13.wmf]8

3

 и y2 = 2. 

Ответ. г) (–3; –4), (4; 3); д) (
[image: image14.wmf]8

9

; –
[image: image15.wmf]8

3

), (
[image: image16.wmf]3

1

; 2).
Промежуточный контроль. С-21. 

9.3. Другие способы решения систем рациональных уравнений

В данном пункте разобраны примеры решения систем рациональных уравнений — способом сложения уравнений, способом введения новых неизвестных, способом выделения полных квадратов, способом разложения на множители. При этом используются равносильные преобразования уравнений. Иногда решению системы помогает знание того, что сумма квадратов двух чисел равна нулю тогда и только тогда, когда эти числа нули. 

Задание для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задание 820.

Решения и комментарии

517. Решите систему уравнений: 

в) 
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д) 
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Решение. в) Заменим в системе первое уравнение суммой двух уравнений этой системы. Получим систему, равносильную исходной системе:
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(1)
Теперь выделим полные квадраты в первом уравнении системы (1):
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Так как сумма квадратов двух чисел равна нулю тогда и только тогда, когда эти числа нули, то первое уравнение системы (2) имеет единственное решение (2; –6). Эта пара чисел является решением второго уравнения системы (2), следовательно, она является решением системы (2) и равносильной ей исходной системы.
д) Сделаем замену неизвестных: a = 
[image: image21.wmf]x

1

 и b = 
[image: image22.wmf]y

1

. Перепишем систему в виде:
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(3)
Система (3) имеет единственное решение: a1 = 1, b1 = 
[image: image24.wmf]2

1

. Следовательно, система д) также имеет единственное решение: x1 = 1, y1 = 2.
Ответ. в) (2; –6); д) (1; 2).

512. ж) Решите систему уравнений 
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Решение. Обычно решение такой системы записывают, заменяя данную систему равносильными ей системами:
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 EMBED Equation.3  [image: image27.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image28.wmf]î
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 EMBED Equation.3  [image: image29.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image30.wmf]ï
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 EMBED Equation.3  [image: image31.wmf]Û



 EMBED Equation.3  [image: image32.wmf]ï
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Знаки равносильности (
[image: image33.wmf]Û

) поставлены для учителя, но в классе с углублён​ным изучением математики его вполне можно использовать.

Решениями второго уравнения последней из систем (4) являются такие пары чисел (x; y), которые являются решениями хотя бы одного из уравнений:

1) x + y = 1 и 2) x + y = –1.

Поэтому все решения исходной системы есть объединение всех решений двух систем:


3) 
[image: image34.wmf]î
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 и 4) 
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Решив системы 3) и 4) получим все решения исходной системы: (–1; 2), (2; –1), (1; –2), (–2; 1).

Ответ. (–1; 2), (2; –1), (1; –2), (–2; 1).

518. Решите систему уравнений:

а) 
[image: image36.wmf]ï
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в) 
[image: image37.wmf]ï
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ж) 
[image: image38.wmf]ï
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Решение. а) Введя новое неизвестное a = x2 – 4y, перепишем первое уравнение системы в виде: 
[image: image39.wmf]2
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. Оно имеет единственный корень a = 1. Это означает, что данная система равносильна системе
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(5)

Сложив уравнения системы (5) и заменив полученным уравнением первое уравнение системы, получим новую систему, равносильную системе (5), а значит, и исходной системе:
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(6)

Выделив в первом уравнении системы (6) полные квадраты, перепишем систему (6) в виде:
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(7)

Теперь очевидно, что первое уравнение системы (7) имеет единственное решение: x1 = 3, y1 = 2. Проверка показывает, что эта пара чисел является решением второго уравнения системы (7), а значит, она является решением системы (7) и равносильной ей исходной системе. 

Итак, исходная система имеет единственное решение (3; 2).
в) Введя новое неизвестное a = 
[image: image43.wmf]2
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, перепишем первое уравнение системы в виде: 
[image: image44.wmf]4
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. Оно имеет два корня: a1 = 1 и a2 = –4. Поэтому все решения исходной системы есть объединение всех решений двух систем:


1) 
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 и 2) 
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Используя подстановку y = 9 – x, решим каждую из систем и получим, что система 1) имеет единственное решение (6; 3), а система 2) имеет единственное решение (14
[image: image47.wmf]3

1

; –5
[image: image48.wmf]3

1

). 

Итак, исходная система имеет два решения: (6; 3), (14
[image: image49.wmf]3

1

; –5
[image: image50.wmf]3

1

).

ж) Перепишем систему в виде:
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Если пара чисел (x0; y0) — решение системы (8), то верны числовые равенства: x0(9x0 + 4y0) = 1 и y0(9x0 + 4y0) = –2. Заметим, что обе части этих числовых равенств не нули, поэтому разделив первое равенство на второе почленно, получим новое числовое равенство: 
[image: image52.wmf]2
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. Откуда следует, что y0 = –2x0. То есть искомые решения системы (8) являются решениями системы
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Решив систему (9), получим два её решения: (1; –2), (–1; 2).
Проверкой убеждаемся, что обе эти пары чисел действительно являются решениями исходной системы.

Ответ. а) (3; 2); в) (6; 3), (14
[image: image54.wmf]3

1

; –5
[image: image55.wmf]3

1

); ж) (1; –2), (–1; 2).
Замечание. Отметим, что мы не доказали в процессе решения задания ж) равносильность системы (9) исходной системе, но из проведённого рассуждения следует, что любое решение исходной системы является решением системы (9) (т. е. система (9) является следствием исходной системы), поэтому необходимо проверить, является ли каждое решение системы (9) решением исходной системы. И эта проверка является обязательной частью решения системы.
На самом деле система (9) равносильна исходной системе, что следует из утверждения, доказанного ниже. 
Дополнительные задания 

1. Решите систему уравнений 

а) 
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б) 
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в) 
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г) 
[image: image59.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

-

-

-

=

+

+

-

.

3

21

7

5

,

13

4

6

2

2

2

2

y

xy

x

y

y

x

x


Решение. а) Выделив полные квадраты в первом уравнении, перепишем его в виде: 


(x – 3)2 + (y – 1)2 = 0. 
(1)

Теперь очевидно, что первое уравнение системы имеет единственное решение: x1 = 3, y1 = 1. Проверкой убеждаемся, что эта пара является решением второго уравнения, а значит, и решением системы уравнений.

б) Рассуждая аналогично, получим единственное решение системы (–2, 0,5).

в) Разложим левую часть первого уравнения системы на множители:

x2 – 7xy + 12y2 = x2 – 3xy – 4xy + 12y2 = x(x – 3y) – 4y(x– 3y) = (x – 3y)(x – 4y).

Перепишем данную систему в виде
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(2)

Теперь очевидно, что все решения системы (2) есть объединение всех решений двух систем:

1) 
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 и 2) 
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Система 1) имеет два решения: (3; 1), (–3; –1). Система 2) также имеет два решения: (12; 3), (–12; –3). Следовательно, исходная система имеет четыре решения: (3; 1), (–3; –1), (12; 3), (–12; –3). 

г) Перепишем исходную систему в виде:
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(3)

Очевидно, что первое уравнение системы (3) имеет единственное решение: 
(3; –2). Проверка показывает, что оно является оно также и решением второго уравнения системы (3), следовательно, система (3), а значит, и исходная система имеют единственное решение (3; –2).
Ответ. а) (3; 1); б) (–2, 0,5); в) (3; 1), (–3; –1), (12; 3), (–12; –3); г) (3; –2).
2. Докажите утверждение: если f (x, y) и g (x, y) — многочлены относительно x и y, a и b — числа, b 
[image: image64.wmf]¹

 0, то равносильны системы 1) 
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Доказательство. 1. Пусть пара чисел (x0; y0) — решение системы 1), тогда верны числовые равенства: f (x0, y0) = a и g (x0, y0) = b. Так как b 
[image: image67.wmf]¹

 0, то и g (x0, y0) 
[image: image68.wmf]¹

 0, поэтому верно числовое равенство: 
[image: image69.wmf]b
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. Это означает, что любое решение системы 1) является решением системы 2).

2. Пусть теперь пара чисел (x0; y0) — решение системы 2), тогда верны числовые равенства: 
[image: image70.wmf]b
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 и g (x0, y0) = b. Так как b 
[image: image71.wmf]¹

 0, то и g (x0, y0) 
[image: image72.wmf]¹

 0, поэтому умножив обе части первого числового равенства на равные отличные от нуля числа g (x0, y0) и b, получим новое верное числовое равенство: f (x0, y0) = a. Это означает, что любое решение системы 2) является решением системы 1).

3. Предположим, что система 1) не имеет решения, а система 2) имеет решение. Тогда из п. 2. доказательства, проведённого выше, следует, что система 1) имеет решение. Полученное противоречие показывает, что сделанное предположение неверно. Значит, если система 1) не имеет решения, то и система 2) не имеет решения.

Аналогично доказывается, что если система 2) не имеет решения, то и система 1) не имеет решения.

Из приведённого выше доказательства следует, что системы 1) и 2) равносильны, что и требовалось доказать.
Приведём пример решения системы 518, ж с помощью этого утверждения.
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 EMBED Equation.3  [image: image74.wmf]Û
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Решив последнюю систему, получим два её решения: (1; –2), (–1; 2), следова​тельно, исходная система имеет два решения: (1; –2), (–1; 2).

3. Решите систему уравнений:

а) 
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б) 
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в) 
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Решение. а) Исходная система равносильна системе
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которую перепишем в виде: 
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(4)

Система (4) имеет единственное решение (1; 2). Следовательно, и исходная система имеет единственное решение (1; 2).

б) Исходную систему перепишем в виде
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Эта система равносильна системе: 
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(5)

Система (5) имеет единственное решение (–1; –5). Следовательно, и исходная система имеет единственное решение (–1; –5).

в) Исходная система равносильна системе
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или системе 
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(6)

Система (6) имеет два решения (1; 2; –2), (–1; –2; 2). Следовательно, и исходная система имеет два решения (1; 2; –2), (–1; –2; –2).

Ответ. а) (1; 2); б) (–1; –5); в) два решения (1; 2; –2), (–1; –2; –2).

Промежуточный контроль. С-22, С-23, С–24*.
9.4. Решение задач при помощи систем рациональных уравнений 

В данном пункте разобраны решения текстовых задач, приводящие к системам рациональных уравнений. Начать объяснение нового материала можно с более простых задач 513, 514, 519, 520. 

Задание для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задание 820, 952.
Решения и комментарии

513. а) Разложите число 171 на два множителя, сумма которых была бы равна 28.

Решение. Пусть x — первый множитель, y — второй множитель. Составим систему уравнений: 
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Решив систему, получим два её решения: x1 = 9, y1 = 19 и x2 = 19, y2 = 9. Порядок множителей здесь не важен, поэтому искомые множители 9 и 19.

Ответ. 9 и 19.

519. а) Если к квадрату первого числа прибавить удвоенное второе число, то получится (–7), а если из первого числа вычесть второе, то получится 11. Найдите эти числа.
Решение. Пусть x — первое число, y — второе число. По условиям задачи составим два уравнения: x2 + 2y = –7 и x – y = 11. Решив систему этих уравнений, получим два её решения: (–5; –16), (3; –8).
Итак, искомые числа –5 и –16 или 3 и –8.

Ответ. –5 и –16 или 3 и –8.

520. а) Найдите двузначное число, если цифра десятков на 2 больше цифры единиц, а произведение числа на сумму его цифр равно 640. 
Решение. Пусть 
[image: image95.wmf]xy

 = 10x + y ― искомое двузначное число, тогда выполняются равенства: x = y + 2 и (10x + y)(x + y) = 640. Решив систему этих уравнений, получим два её решения: (6; 4) и (
[image: image96.wmf]11
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;
[image: image97.wmf]11
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). 
Так как по смыслу задачи x и y — целые числа и 1 
[image: image98.wmf]£

 x 
[image: image99.wmf]£

 9 и 0 
[image: image100.wmf]£

 y 
[image: image101.wmf]£

 9, то условию задачи удовлетворяют лишь x = 6 и y = 4, то есть искомое число 64.

Ответ. 64.

522. б) Двое рабочих, работая вместе, выполнили всю работу за 5 дней. Если бы первый рабочий работал в два раза быстрее, а второй — в два раза медленнее, то всю работу они выполнили бы за 4 дня. За сколько дней выполнил бы эту работу первый рабочий?
Решение. I способ. Пусть за x и y дней выполнят всю работу первый и второй рабочий соответственно. При совместной работе они выполнят работу за 5 дней. Составим первое уравнение: 
[image: image102.wmf]5
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Если бы первый работал в 2 раза быстрее, а второй ― в 2 раза медленнее, то в день они выполняли бы 
[image: image103.wmf]x
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 и 
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 всей работы соответственно и всю работу выполнили бы за 4 дня. Составим второе уравнение:
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Для получения ответа надо решить систему из двух составленных уравнений, что можно сделать, введя новые неизвестные 
[image: image106.wmf]x
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. Поэтому можно было бы с самого начала ввести эти неизвестные.

II способ. Пусть a и b части работы, выполняемые за день первым и вторым рабочими соответственно. Составим два уравнения: a + b 
[image: image108.wmf]5
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Решив систему из этих двух уравнений, получим a 
[image: image110.wmf]10
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 и b 
[image: image111.wmf]10
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Первый рабочий выполнит всю работу за 1:
[image: image112.wmf]=

10
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10 (дней).

Ответ. 10 дней.

952. Если продать 20 коров, то заготовленного сена хватит на десять дней дольше, если же прикупить 30 коров, то запас сена исчерпается десятью днями раньше. Сколько было коров и на сколько дней заготовлено сена?
Решение. Пусть для x коров заготовлено сена на y дней. Запишем кратко условие задачи:


число коров
число дней
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Так как при постоянном запасе сена число дней обратно пропорционально числу коров, то составим первое уравнение: 
[image: image115.wmf]y
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Аналогично составим второе уравнение: 
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Система этих уравнений имеет единственное решение: x = 120, y = 50. То есть для 120 коров было запасено сена на 50 дней.

Ответ. Для 120 коров, на 50 дней. 
Промежуточный контроль. С-25, Т-9. 

§ 10. Графический способ решения систем уравнений 

Основная цель десятого параграфа заключается в том, чтобы, опираясь на знания о графиках функций, научится решать графическим способом уравнения и системы уравнений. Здесь рассмотрен приём, который обычно называют графическим способом решения систем уравнений. Этот приём состоит в построении графиков соответствующих функций, в выяснении, пересекаются ли они, т. е. имеет ли система уравнений решения и сколько их. 

Вообще говоря, этим способом не всегда можно найти точные решения, но в отдельных случаях их удаётся найти. Чтобы проверить, что решение найдено точно, надо подставить их в каждое уравнение системы и убедиться, что получатся верные числовые равенства.
10.1. Графический способ решения системы двух уравнений первой степени с двумя неизвестными

10.2. Графический способ исследования системы двух уравнений первой степени с двумя неизвестными
В пункте 10.1 разобраны, решения графическим способом трёх примеров, и задача, ответ к которой графическим способом можно получить только приближённо.

В пункте 10.2 проведено исследование и установлены соотношения между коэффициентами двух уравнений первой степени с двумя неизвестными для трёх случаев: система имеет единственное решение, не имеет решений, имеет бесконечно много решений. Эти соотношения полезно помнить, так как они позволяют не только определять наличие решений системы двух уравнений первой степени с двумя неизвестными, но и их количество.
Задание для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задание 818.
Решения и комментарии

547. Пересекает ли оси координат прямая ax + by + c = 0, если числа a и b отличны от нуля?

Решение. Если y = 0, то из уравнения прямой следует, что x = 
[image: image117.wmf]a
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, то есть прямая пересекает ось Ox в точке (
[image: image118.wmf]a
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; 0). Аналогично показывается, что прямая пересекает ось Oy в точке (0; 
[image: image119.wmf]b
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). 

554. При каких a и b прямые x + y = –b и x – ay = 2:

а) пересекаются в точке (1; 4); б) параллельны; в) совпадают?

Решение. а) Прямые пересекаются в точке (1; 4), если эта точка принадлежит каждой прямой, т. е. если верны равенства: 1 + 4 = –b и 1 – 4a = 2. Из этих равенств находим, что a = –0,25, b = –5. 

б) Прямые параллельны, если их коэффициенты при x и y пропорциональны, но не пропорциональны свободным членам, т. е. если 
[image: image120.wmf]2
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, откуда находим, что a = –1, b 
[image: image121.wmf]¹

 –2.

в) Прямые совпадают, если их коэффициенты при x, y и свободные члены пропорциональны, т. е. если 
[image: image122.wmf]2
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, откуда находим, что a = –1, b = –2.

556. а) Решите графическим способом систему уравнений 
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Решение. а) Построим три прямые в одной системе координат (рис. 40). Они пересекаются в точке (1; 2), следовательно, система имеет единственное решение (1; 2). Проверка показывает, что решение найдено точно.
Замечание. Если учащиеся заметят, что система а) легко решается устно, то найденное ими решение надо использовать для проверки нового для них графического способа решения систем. 
Дополнительные задания

1. ГИА. Две прямые пересекаются в точке С (рис. 41). Вычислите координаты точки C.
Решение. Решим систему уравнений: 
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Она имеет единственное решение: (1; –2), следовательно, эта пара чисел и есть координаты точки C.
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Рис. 40
Рис. 41
Ответ. (1; –2).
2.* Найти все значения a, при каждом из которых система уравнений 
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имеет бесконечно много решений.

Решение. Система имеет бесконечно много решений, если коэффициенты при x и y и свободные члены пропорциональны, т. е. если
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Равенство 
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 выполняется лишь при a = –2. При этом значении a выполняется и равенство 
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, следовательно, лишь при a = –2 система имеет бесконечно много решений.

3.* Найти все значения a, при каждом из которых система уравнений 
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не имеет решений.

Решение. Система не имеет решений, если коэффициенты при x и y пропорциональны, но не пропорциональны свободным членам, т. е. если
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Равенство 
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 выполняется при a = –
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 и при a = 2. При a = –
[image: image133.wmf]5

2

 условие 
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 выполняется, а при a = 2 — нет. Следовательно, лишь при a = –
[image: image135.wmf]5
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 система не имеет решений.

10.3. Решение систем уравнений первой и второй степени графическим способом
В данном пункте разобраны примеры решения графическим способом систем уравнений первой и второй степени.
Решения и комментарии

558. д) Решите графическим способом систему уравнений 
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Решение. Так как x2 – 2x + 1 = (x – 1)2, то графиком функции y = x2 – 2x + 1 является парабола с вершиной (1; 0), ветви которой направлены вверх, так как a = 1 > 0. Так как 
–x2 + 4x + 1 = –(x – 2)2 + 5, то графиком функции 
y = –x2 + 4x + 1 является парабола с вершиной (2; 5), ветви которой направлены вниз, так как a = –1 < 0 (рис. 42). 
Графики функций пересекаются в точках (0; 1) и (3; 4). Проверка показывает, что решения найдены точно. Следовательно, система имеет два решения: (0; 1) и (3; 4).
Ответ. (0; 1) и (3; 4).
Рис. 42
Дополнительные задания

1.* Говорят, что прямая y = kx + l касается параболы y = ax2 + bx + с, если прямая и парабола имеют единственную общую точку, то есть если система уравнений 
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имеет единственное решение. Найдите все значения k, при каждом из которых:

а) прямая y = kx касается параболы y = 0,5x2 – x + 4,5;

б) прямая y = kx – 4k – 2 касается параболы y = 0,5x2 – 3x + 6,5.

Решение. а) Прямая y = kx касается параболы y = 0,5x2 – x + 4,5, если система уравнений 
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имеет единственное решение, т. е если уравнение


0,5x2 – x + 4,5 = kx
(1)

имеет единственный корень.

Квадратное уравнение (1) имеет единственный корень, если дискриминант этого уравнения D равен нулю: 


(k + 1)2 – 
[image: image139.wmf]5
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Из равенства (2) следует, что D = 0 только в двух случаях: k1 = 2 и k2 = –4.

[image: image446.png]


Итак, парабола y = 0,5x2 – x + 4,5 имеет две касательные вида y = kx: это прямые y = 2x и y = –4x (рис. 43).

б) Прямая y = kx – 4k – 2 касается параболы 
y = 0,5x2 – 3x + 6,5, если система уравнений 
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имеет единственное решение, т. е если уравнение


0,5x2 – 3x + 6,5 = kx – 4k – 2
(3)

имеет единственный корень.

Квадратное уравнение (3) имеет единственный корень, если дискриминант этого уравнения D равен нулю: 


(k + 3)2 – 
[image: image141.wmf])
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Из равенства (4) следует, что D = 0 только в двух случаях: k1 = –2 и k2 = 4.

Итак, парабола y = 0,5x2 – 3x + 6,5 имеет две касательные вида y = kx – 4k – 2: это прямые y = –2x + 6 и y = 4x – 18.
Ответ. а) k = 2, k = –4; б) k = –2, k = 4.
Рис. 43
2.* Говорят, что прямая y = kx + b касается окружности (x – x0)2 + (y – y0)2 = R2, если прямая и окружность имеют единственную общую точку, то есть если система уравнений 
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имеет единственное решение. Найдите все значения k, при каждом из которых:

а) прямая y = kx + 3 касается окружности (x + 2)2 + y2 = 9;

б) прямая y = k(x – 5) + 5 касается окружности (x – 1)2 + (y –2)2 = 25.

Решение. а) Прямая y = kx + 3 касается окружности (x + 2)2 + y2 = 9, если система уравнений 
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имеет единственное решение, т. е если уравнение


(x + 2)2 + (kx + 3)2 = 9
(5)

имеет единственный корень.
Перепишем квадратное уравнение в виде


(1 + k2)x2 + 2(3k + 2)x + 4 = 0.
(6)

Квадратное уравнение (6) имеет единственный корень, если дискриминант этого уравнения D равен нулю: 


4(3k + 2)2 – 
[image: image144.wmf]4
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Из равенства (7) следует, что D = 0 только в двух случаях: k1 = 0 и k2 = –2,4.
Имеются две касательные к окружности (5): y = 0 и y = –2,4x + 17.
б) Прямая y = k(x – 5) + 5 касается окружности (x – 1)2 + (y –2)2 = 25, если система уравнений 
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имеет единственное решение, т. е если уравнение


(x – 1)2 + (kx – 5k + 3)2 = 25
(8)

имеет единственный корень.
Перепишем квадратное уравнение в виде


(1 + k2)x2 – 2(5k2 – 3k + 1)x + 25k2 – 30k – 15 = 0.
(9)

Квадратное уравнение (9) имеет единственный корень, если четверть дискриминанта этого уравнения 
[image: image146.wmf]4
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 равна нулю: 


(5k2 – 3k + 1)2 – 
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(10)

Из равенства (10) следует, что 
[image: image148.wmf]4
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 = 0 только при k = –
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Итак, имеется единственная касательная к окружности (8): y = –
[image: image150.wmf]3

4

(x – 5) + 5.

Ответ. а) k = 0, k = –2,4; б) k = –
[image: image151.wmf]3

4

. 
10.4. Примеры решения уравнений графическим способом
В данном пункте разобраны примеры решения уравнения графическим способом. Если учащиеся научились графическим способом решать системы, то они легко освоят и графический способ решения уравнений. Надо только обратить их внимание на разницу в постановке задачи: решая систему с двумя неизвестными х и у ищем пары чисел (х; у), а решая графическим способом уравнение с одним неизвестным х мы сами вводим второе неизвестное у, а ищем значение х. 

Стоит подчеркнуть, что графический способ решения уравнений позволяет определить число корней уравнения, а сами корни находятся лишь приближённо. Чтобы убедиться, что корни уравнения найдены точно, необходимо выполнить проверку. 
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Решения и комментарии

560. На рисунке 44 изображены графики функций у = 
[image: image152.wmf]x

1

 и у = 2х – 1. 
а) Укажите несколько значений х при которых эти функции принимают различные значения.

б) Укажите корни уравнения 



[image: image153.wmf]x

1

 = 2х – 1.
(1)
Являются ли найденные корни точными или приближёнными?
Рис. 44
Решение. а) При х = –2, –1, 0,5, 2 функции принимают разные значения.

[image: image448.png]«
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б) Графики данных функций пересекаются в точках (–0,5; –2) и (1; 1), следова​тельно, уравнение (1) имеет два корня: x1 = –0,5 и x2 = 1. 

Оба корня найдены точно, так как верны равенства: 


[image: image154.wmf]5
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 = 2((–0,5) – 1 и 
[image: image155.wmf]1

1

 = 2(1 – 1.
564. а) Используя графики функций (рис. 45), решите уравнение ах2 = –bх – с и определите а, b и c. 
Решение. а) Графики функций y = ах2 и y = –bх – с пересекаются в точках (1; 2) и (–0,5; 0,5). Поэтому числа 1 и –0,5 удовлетворяют уравнению ах2 = –bх – с, т. е. уравнение имеет два корня: x1 = 1 и x2 = –0,5. 
Рис. 45
Подставив пару чисел х1 = 1 и y1 = 2 в формулу y = ах2, получим: а = 2. Подставив пару чисел х1 = 1 и y1 = 2, затем пару чисел х2 = –0,5 и y2 = 0,5 в формулу y = –bх – с, получим два уравнения с неизвестными b и с:

2 = –b – с, 0,5 = 0,5b – с.
(2) 
Решив систему уравнений (2), получим значения b и с: b = –1, с = –1. 
Ответ. Уравнение имеет два корня 1 и –0,5; а = 2, b = –1, c = –1.
Дополнительные задания
1.* Найти все значения a такие, что уравнение |x + 3| – 1 = |2x – a| имеет единственное решение.
2.* Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение
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имеет: а) единственный корень; б) два корня; в) не имеет корней.

Решение. а) График функции y = 
[image: image157.wmf]2
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 есть верхняя полуокружность с центром (0; 0) и радиусом 2. При каждом значении a график функции y = 
[image: image158.wmf]|
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 есть пара лучей с вершиной на оси Ox: y = x – a при x 
[image: image159.wmf]³

 a; y = –x + a при x < a, которые образуют с положительным направлением оси Ox углы 45о и 135о. На рисунке 46 изображён такой угол с вершиной A, касающийся полуокружности. Из равнобедренного прямоугольного треугольника OBA найдём OA = 2
[image: image160.wmf]2

. В этом случае a = 2
[image: image161.wmf]2

. 

Аналогично для угла с вершиной C, касающегося полуокружности, получим, что a = –2
[image: image162.wmf]2

.
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Итак, при a = –2
[image: image163.wmf]2

 и a = –2
[image: image164.wmf]2

 исходное уравнение имеет единственный корень.

б) Нетрудно убедиться, что если вершина угла лежит внутри отрезка AC, то есть если –2
[image: image165.wmf]2

 < a < 2
[image: image166.wmf]2

, то стороны угла пересекают полуокружность в двух точках, следовательно, при –2
[image: image167.wmf]2

 < a < 2 исходное уравнение имеет два корня. 
Рис. 46
в) Если вершина угла находится левее точки С или правее точки A, то есть если a < –2
[image: image168.wmf]2

 или a > 2
[image: image169.wmf]2

, то исходное уравнение не имеет корней.

Ответ. а) a = –2
[image: image170.wmf]2

, a = –2
[image: image171.wmf]2

; б) –2
[image: image172.wmf]2

 < a < 2; в) a < –2
[image: image173.wmf]2

, a > 2
[image: image174.wmf]2

. 

Промежуточный контроль. С-27, С-28, Т-10, К-6. 

Дополнения к главе 4 

1. Решение уравнений в целых числах
В данном пункте даётся определение диофантова уравнения, говорится о том, что в 7 классе приведены примеры решения линейных диофантовых уравнений. Далее даётся определение частного и общего решения линейного диофантова уравнения, показывается, как найти общее решение диофантова линейного уравнения.
Затем добавляются диофантовы уравнения второй степени. На примерах показано решение диофантовых уравнений при помощи:

1) разложения многочлена на множители,

2) перебора всех возможных случаев,

3) выражения одного неизвестного через другое и выяснения, когда это выражение будет целым числом. 
Задание для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задание 824.
Решения и комментарии

529. Решите уравнение x2 – y2 = 5:

а) в целых числах; 
б) в натуральных числах.

Решение. Разложим левую часть уравнения на множители: (x – y)(x + y) = 5.

Произведение двух целых чисел равно 5 в каждом из четырех случаев:


1) 
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[image: image177.wmf]î

í

ì

-

=

+

-

=

-

;

5

,

1

y

x

y

x


4) 
[image: image178.wmf]î

í

ì

-

=

+

-

=

-

.

1

,

5

y

x

y

x


Системы 1)-4) имеют решения (3; 2), (3; –2), (–3; –2), (–3; 2) соответственно.

б) Из решения а) следует, что уравнение имеет единственное решение (3; 2) в натуральных числах. Тот же результат можно получить независимо.

Так как x и y — натуральные числа и 5 > 0, то x + y и x – y — натуральные числа и x + y > x – y. Тогда произведение 5 может получиться в единственном случае: x + y = 5, x – y = 1, откуда получается единственное решение данного уравнения в натуральных числах: (3; 2). 
Ответ. а) (3; 2), (3; –2), (–3; –2), (–3; 2); б) (3; 2).
530. а) Решите уравнение xy + 5x – 3y = 18 в целых числах.

Решение. Перепишем уравнение в виде: 


x(y + 5) – 3y – 15 = 3, 


x(y + 5) – 3(y + 5) = 3, 


(x – 3)(y + 5) = 3.

Произведение двух целых чисел равно 3 в каждом из четырех случаев:


1) 
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2) 
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Системы 1)-4) имеют решения (4; –2), (2; –8), (6; –4), (0; –6) соответственно.

Ответ. (4; –2), (2; –8), (6; –4), (0; –6).
531. а) Докажите, что уравнение x2 – 6x + y2 + 4y + 13 = 0 имеет единственное целочисленное решение.

Доказательство. Перепишем уравнение в виде: (x – 3)2 + (y + 2)2 = 0. Это уравнение имеет единственное решение: x1 = 3, y1 = –2. Это единственное целочисленное решение уравнения, что и требовалось доказать.

534. Один рабочий на новом станке производит за 1 ч целое число деталей, большее 8, а на старом станке — на 3 детали меньше. На новом станке один рабочий выполняет норму за целое число часов, а два рабочих вместе выполняют норму на старых станках на 1 ч быстрее. Из какого количества деталей состоит дневная норма?

Решение. Пусть х деталей один рабочий производит на новом станке за 1 ч (х > 8) и выполняет весь заказ за t ч, тогда на старом станке один рабочий производит за 
1 ч (х – 3) детали, а весь заказ состоит из tх или 2(х – 3)(t – 1) деталей. Составим уравнение:

tх = 2(х – 3)(t – 1),
так как x > 8, то можно выразить t через x из этого уравнения: 
t = 
[image: image183.wmf]6
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Так как х > 8, то t является натуральным числом в двух случаях: при х = 9 и при х = 12. В том и в другом случае tх = 36. То есть заказ состоит из 36 деталей.

Ответ. Из 36 деталей.

535. Пастух заметил, что произведение числа баранов на число его баранов, уменьшенное на единицу, ровно на 15 больше, чем произведение его собственного возраста на число его баранов, уменьшенное на 2. Сколько лет пастуху?

Решение. Пусть было n баранов и пастуху было a лет. Тогда верно равенство 

n(n – 1) = 15 + a(n – 2).

Выразим a через n из этого равенства: 
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[image: image186.wmf]2
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Так как число a натуральное, то n – 2 — делитель числа 13. Это возможно лишь при натуральных n1 = 3 и n2 = 15. Но для n1 число a не натуральное, а для n2 —натуральное. Следовательно, n = 15. Тогда a = 15, т. е. пастуху было 15 лет.

Ответ. 15 лет.
536. Иван Петрович приобрел в начале года k акций банка «Надежда», часть из которых — простые, а другая часть — привилегированные. За год доход по одной простой акции составил 16 условных денежных единиц, а доход по одной привилегированной акции — 21 условную денежную единицу. Сколько привилегированных акций купил Иван Петрович, если доход за год по купленным акциям составил 269 условных денежных единиц?

Решение. Пусть Иван Петрович приобрёл в начале года х привилегированных акций, тогда простых акций он купил (k – х) штук. Доход за год по всем акциям составил 21х + 16(k – х), или 269 условных денежных единиц. Составим уравнение:
21х + 16(k – x) = 269,

Которое перепишем в виде х = 
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Итак, Иван Петрович купил 
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 привилегированных акций.

Задача почти решена. Но ответ выражен через k, значение которого в условии задачи не дано. Заметим, что количество акций — число натуральное. Оно больше 
[image: image189.wmf]21
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, но меньше 
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, так как первая дробь даёт наименьшее число акций (если все акции привилегированные), а вторая — их наибольшее число (если все акции простые). Так как 12 < 
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 < 13 и 16 < 
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 < 17, то 13 
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 16. В этом промежутке только при k = 14 число 
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 является натуральным. Итак, Иван Петрович купил 
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Ответ. 9 привилегированных акций.
537. Купил Роман раков: вчера мелких — по цене 51 к. за штуку, а сегодня — по 99 к., но очень крупных. Всего на раков он истратил 25 р. 20 к., из них переплаты из-за отсутствия сдачи в сумме составили от 16 до 20 к. Определите, сколько раков купил Роман вчера и сколько сегодня.

Решение. Пусть Роман купил вчера х, а сегодня у раков и переплата составила р к. Тогда справедливо равенство:

51х + 99y + р = 2520.

Так как 51, 99, 2520 делятся на 3, то и р делится на 3. Но по условию задачи 
16 
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 р 
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 20, следовательно, р = 18. Тогда справедливо равенство:

51х + 99y = 2502.

Выразим x через y из этого уравнения: x = 
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Число х является целым числом для у = 16 + 17k, где k — целое неотрицательное число, и число х — натуральное число лишь при у = 16. Следовательно, у = 16 и х = 18 — единственная пара значений х и у, удовлетворяющая условиям задачи. 

Итак, Роман купил вчера 18, а сегодня — 16 раков.

Ответ. Вчера 18, сегодня 16 раков.

824. а) В каком двузначном числе удвоенная сумма цифр равна их произведе​нию?

б) Найдите все целые значения a, при каждом из которых дробь 
[image: image202.wmf]1
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 прини​мала бы целые значения.
Решение. а) Пусть 
[image: image203.wmf]xy

 = 10x + y ― двузначное число, записанное при помощи цифр x и y. Надо найти такие x и y, чтобы выполнялось равенство 


2(x + y) = xy.
Выразим из этого равенства x через y:
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Так как x и y цифры, то, учитывая равенство (1), получаем, что 3 ≤ y ≤ 9. Найдём x для каждого целого y: при y = 3 получим x = 6, при y = 4 получим x = 4, при y = 6 получим x = 3. Условиям задачи удовлетворяют числа 63, 44 или 36. При остальных значениях y число x дробное, т. е. при y = 5, 7, 8, 9 не существует чисел, удовлетворяющих условиям задачи.

Итак, имеется три двузначных числа, удовлетворяющих условиям задачи: 

a = 36, 44, 63.

б) Преобразуем данную дробь:
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Данная дробь принимает целые значения при тех же значениях a (a ≠ 1), при которых дробь 
[image: image206.wmf]1

2

-

a

 целое число, т. е. если 

или a – 1 = –2, или a – 1 = –1, или a – 1 = 1, или a – 1 = 2.
Следовательно, условиям задачи удовлетворяют четыре числа: a = –1, 0, 2, 3.

Ответ. а) 36, 44, 63; б) –1, 0, 2, 3.

Дополнительные задания
1.* На доске написано 20 целых чисел. Их среднее арифметическое равно –2, среднее арифметическое положительных чисел равно 40, среднее арифметическое отрицательных чисел равно –100. Определите количество отрицательных чисел.

Решение. Пусть написано p положительных и q отрицательных чисел (p и q — натуральные числа), остальные числа (их 20 – p – q) были нулями. Сумма всех положительных чисел равна 40p, сумма всех отрицательных чисел равна –100p, сумма нулей — нуль, а сумма всех чисел равна –2(20 = –40. Тогда верно равенство:


40p – 100q = –40,

которое перепишем в виде


5q = 2(p + 1).
Так как левая часть этого равенства делится на 5, то p — число, которое при делении на 5 даёт остаток 4. Так как p + q 
[image: image207.wmf]£

 20, то p может принимать значения: 4, 9, 14, 19. Тогда соответствующие значения q: 2, 4, 6, 8. Рассмотрим все случаи: 

p = 4, q = 2, p + q = 6,

p = 9, q = 4, p + q = 13,

p = 14, q = 6, p + q = 20,

p = 19, q = 8, p + q = 27.

Только три первые пары p и q удовлетворяют неравенству p + q 
[image: image208.wmf]£

 20. Следовательно, отрицательных чисел было или 2, или 4, или 6.

Ответ. Или 2, или 4, или 6.

2. На доске написано n целых чисел (8 < n < 29). Их среднее арифметическое равно 6, среднее арифметическое положительных чисел равно 45, среднее арифметическое отрицательных чисел равно –90. Определите:

а) число n;

б) каких чисел было больше: положительных или отрицательных;

в) наибольшее возможное количество положительных чисел.

Решение. Пусть было p положительных и q отрицательных чисел (p и q — натурального числа), остальные n – p – q числа были нулями. Сумма всех положительных чисел равна 45p, сумма всех отрицательных чисел равна –90q, сумма нулей — нуль, а сумма всех чисел равна 6n. Тогда верно равенство:


45p – 90q = 6n,

которое перепишем в виде


2n = 15(p – 2q).
(*)
Из этого равенства следует, что число p — чётное, а n делится на 15. В проме​жутке 8 < n < 29 такое n единственное: n = 15. Тогда равенство (*) можно переписать в виде 2 = p – 2q, откуда q = 
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Так как q 
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 1, то p 
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 4. Рассмотрим все возможные случаи, учитывая, что 
p + q 
[image: image212.wmf]£

 15:

если p = 4, то q = 1 и p + q < 15,

если p = 6, то q = 2 и p + q < 15,

если p = 8, то q = 3 и p + q < 15,

если p = 10, то q = 4 и p + q < 15.

Если p 
[image: image213.wmf]³

 12, p + q > 15.

Во всех возможных случаях положительных чисел было больше, чем отрицательных.
Получены ответы на вопросы задачи: а) n = 15; б) положительных чисел было больше, чем отрицательных; в) максимальное возможное количество положительных чисел 10.

Ответ. а) 15; б) положительных; в) 10.

Замечание. Ответ на вопрос б) можно получить проще. Так как 2n > 0, то 
p – 2q > 0, откуда следует, что p > 2q > q. Это означает, что положительных чисел было больше, чем отрицательных.
Промежуточный контроль. С–26. 

2. Исторические сведения
В данном пункте и  в упражнениях к нему приведены сведения об использовании уравнений и систем уравнений в древнем Вавилоне, в «Арифметике» Диофанта, а также старинные задачи на решение систем (Диофант, аль-Хорезми, аль-Караджи, Л. Пизанский, К. Рудольф). 
Дополнение. Задачи для исследования

Ниже приведены условия задач, связанных с многократным изменением величины на несколько процентов. Эта тематика задач требует основательного знания процентных расчётов. Такие задачи встречались и в предыдущих классах, но здесь сделан упор на сочетании практической направленности расчётов с идеей решения задач в общем виде, что позволяет не только затронуть тематику задач, выносимых на итоговый контроль в ГИА-9 и ЕГЭ-11, но и сформулировать несколько задач для исследования. При решении задач иногда оказывается удобным не вести расчёты с данными значениями величии, а обозначить эти значения буквами. Самостоятельный поиск решений предложенных задач и разбор их решений в классе позволят подготовить учащихся к итоговому контролю и к участию в олимпиадах. 

1. Число увеличили на 10 %, полученный результат увеличили ещё на 10%. На сколько процентов увеличилось число за два раза?

Решение. Если дано число а, то после первого увеличения этого числа на 10 % получится число а + 
[image: image214.wmf]100
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a = 1,1a. Чтобы полученное число увеличить на 10 %, нужно умножить его на 1,1. Получится 1,1а ( 1,1 = 1,21а. Это число составляет 121 % от числа а, что на 21 % больше числа а. Итак, за два раза число увеличилось на 21 %.

Замечание. Для увеличения числа a на р % это число нужно умножить на 
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. Двукратное увеличение числа a на р %, т. е. последовательное увеличение числа a на р %, затем полученного результата на р % приводит в результату b = a
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Аналогично для уменьшения числа a на q % нужно это число умножить на 
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ø

ö

ç

è

æ

-

100

1

q

. Двукратное уменьшение числа a на q %, т. е. последовательное уменьшение числа a на q %, затем полученного результата на q % приводит в результату c = a
[image: image218.wmf]2

100

1

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

q

. 

2. Зарплата сотрудника составляла 10000 р. Зарплату повысили на несколько процентов, а через некоторое время повысили ещё на столько же процентов. Теперь зарплата сотрудника составляет 14400 р. На сколько процентов повышали зарплату каждый раз.

Решение. Пусть зарплату повышали оба раза на p %. Тогда после первого повышения зарплата составила 
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 р., а после второго — 
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 р., что составляет 14400 р. Составим уравнение: 
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Учитывая, что выражение в скобках положительное, имеем:
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откуда p = 20, т. е. зарплату повышали оба раза на 20 %.

Замечание. При решении уравнения, содержащего квадрат суммы, учащиеся обычно спешат применить эту формулу. Но здесь можно воспользоваться доказанным в 8 классе свойстве положительных чисел: их квадраты равны тогда и только тогда, когда равны сами эти числа.

3. ЕГЭ, 2010. Цена холодильника в магазине ежегодно уменьшается на одно и то же число процентов от предыдущей цены. Определите, на сколько процентов каждый год уменьшалась цена холодильника, если выставленный на продажу за 8000 р., он через два года был продан за 6480 р.
Решение. Рассуждая, как и в предыдущем случае, мы придём к уравнению: 
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откуда получим, что p = 10. Цену холодильника уменьшали оба раза на 10%.

Ответ. На 10 %.

4. ЕГЭ, 2008. В комиссионном магазине цена товара, выставленного на продажу, ежемесячно уменьшается на одно и то же число процентов от предыдущей цены. Определите, на сколько процентов каждый месяц уменьшалась цена магнитофона, если, выставленный на продажу за 4000 р., он через два месяца был продан за 2250 р. 

Решение. Рассуждая, как и в предыдущем случае, мы придём к уравнению: 
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откуда получим, что p = 25. Цену холодильника уменьшали оба раза на 25%.

Ответ. На 25 %.

5. ЕГЭ, 2009. Заработная плата служащего, равная 7000 рублей, повышалась два раза, причем во второй раз процент, на который она была повышена, был в два раза больше, чем в первый. На сколько процентов повышалась заработная плата в первый раз, если после второго повышения она составила 9240 рублей?

Решение. Пусть зарплату повышали первый раз на p %, тогда во второй — на 2p %. После первого повышения зарплата составила 
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 р., что составляет 9240 р. Составим уравнение: 
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Разделив уравнение на 7000 и, сделав замену неизвестного x = 
[image: image228.wmf]100
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, перепишем уравнение в виде

(1 + x)( 1 + 2x) = 1,32.

Это уравнение имеет единственный положительный корень x = 0,1, следовательно, p = 10. 

Итак, заработная плата повышалась в первый раз на 10 %.
6. ЕГЭ, 2008. В понедельник акции компании А подорожали на некоторое число процентов, а во вторник подешевели на то же число процентов. В результате они стали стоить на 16 % дешевле, чем при открытии торгов в понедельник. На какое число процентов подорожали акции компании А в понедельник?

Решение. Пусть акции компании А, стоившие a р., в понедельник подорожали на p %, а во вторник подешевели на p %. Тогда они стали стоить 
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 (р.). По условию задачи они стали стоить на 16 % дешевле, т. е. 
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 р. Составим уравнение:
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Разделив обе части уравнения на неравное нулю число a, получим уравнение
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имеющее единственный положительный корень p = 40. 

Следовательно, акции компании А подорожали в понедельник на 40 %. 

7. Два брата купили акции разных компаний на равные суммы. В понедельник акции старшего брата подорожали, а акции младшего брата подешевели на p %. Во вторник акции старшего брата подешевели, а акции младшего брата подорожали на q %. Чьи акции после торгов во вторник стоили дороже, если:

а) p = q;
б) p > q?

Решение. Пусть каждый из братьев купил акций на a р. Тогда после торгов во вторник акции старшего брата стоили a
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 EMBED Equation.3  [image: image237.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

100

1

q

 р., а акции младшего брата стоили a
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а) Если p = q, то a
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, то есть акции братьев стоили одинаково.
б) Если p > q, то, разделив это неравенство на 100 и прибавив по 1, получим верное числовое неравенство:
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Перенося 
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 в правую часть неравенства (1), а 
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 — в левую, получим ещё одно верное неравенство для положительных чисел:
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Так как в неравенствах (1) и (2) правые и левые части положительны, то перемножив неравенства (1) и (2), получим верное неравенство 
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Наконец, умножив неравенство (3) на положительное число a, получим новое верное неравенство 

a
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из которого следует, что акции старшего брата во вторник стоили дороже.

Замечание. Задача не содержит конкретных числовых данных, её решение в общем виде опирается на свойства неравенств для положительных чисел. Что даёт пример применения изученной теории в решении задач практического содержания.

8. Инвестор купил 171 акцию известной компании по 342 р. за штуку. Через некоторое время разразился финансовый кризис, акции упали в цене и инвестор продал их на p % дешевле, чем купил сам. А когда кризис закончился, инвестор решил вложить все деньги, вырученные от неудачной продажи акций, в покупку тех же акций, которые со времени неудачной продажи стали дешевле на q %. Сколько акций купил инвестор во второй раз, если:

а) q = 43;
б) q = 25?

Решение. Чтобы избежать громоздких записей, обозначим a = 171, b = 342. Первоначально инвестор потратил на покупку акций ab р. Акции были проданы первый раз по b
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Второй раз акции были куплены по b
[image: image260.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

100

1

p



 EMBED Equation.3  [image: image261.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

100

1

q

 р. за акцию на сумму ab
[image: image262.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

100

1

p

 р., поэтому было куплено 
[image: image263.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

100

1

100

1

100

1

q

p

b

p

ab

 = 
[image: image264.wmf]100

1

q

a

-

 акций.

Как видим, ответ не зависит от значений b и p.

а) Если q = 43, то куплено 300 акций.
б) Если q = 25, то куплено 228 акций.
Ответ. а) 300 акций; б) 228 акций.
9. По условиям задания 8 ответьте на вопрос: на какое наименьшее целое число процентов должна вырасти цена акций с момента второй покупки, чтобы акции стали стоить не меньше той суммы, которую инвестор первоначально потратил на покупку акций, если:

а) p = 22;
б) p = 16?

Решение. Пусть с момента второй покупки цена акций увеличилась на x % и каждая акция стоит b
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Эта сумма равна первоначально вложенной сумме ab р., если x корень уравнения 
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то есть при x > 
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Итак, чтобы акции стали стоить не меньше той суммы, которую инвестор первоначально потратил на покупку акций, должно выполняться неравенство 
x 
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а) Если p = 22, то x 
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б) Если p = 16, то x 
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Ответ. а) На 29 %; б) на 20 %.
Дополнение. Обучение решению текстовых задач 
Как и в книге для учителя (7 класс) описание работы с текстовыми задачами помещено в конец данной книги, так как затруднительно «разложить» по пунктам учебника рекомендации по использованию текстовых задач при изучении алгебры в 8 классе. Причины те же: разные учителя в разных классах могут по-разному планировать работу с текстовыми задачами, так как классы могут иметь различные стартовые возможности в начале учебного года.

В 8 классе специально изучалось решение текстовых задач при помощи квадратных и рациональных уравнений, их систем.

Выделим несколько типов текстовых задач, кроме упомянутых, которые полезно изучить со всеми учащимися, и несколько идей решения задач, которые учащимся полезно освоить. Здесь есть содержательное пересечение с задачным материалом, рекомендованным для изучения в 7 классе. Это надо повторить, а задачи на смеси и сплавы надо объяснить заново. 
1. Необходимо повторить арифметические способы решения задач и применение линейного уравнения для решения задач:

· на части, 

· на нахождение двух чисел по их сумме и разности, 

· на дроби,

· на совместную работу, 

· на движение по реке,

· на движение, 

· на деление числа на части, пропорциональные данным числам,

· на пропорции и на проценты,
· задачи на смеси и сплавы,

· на применение линейного уравнения.

2. Необходимо продолжить применение нескольких «нестандартных» способов решения задач, которые уже применялись в 7 классе, и показать новые — решение задач в общем виде, метод подобия. Эти способы окажутся полезными при решении олимпиадных, конкурсных задач, задач из ГИА-9 и ЕГЭ-11:

· обратный ход,

· переформулировка задачи,

· использование вспомогательных букв (неизвестных),
· решение задачи в общем виде,

· метод подобия.
Примеры задач каждого типа, кроме задач на смеси и сплавы, на решение задач в общем виде и методом подобия, приведены в книге для учителя для 7 класса. 
Сначала остановимся на задачах, в которых можно применить какой-то из перечисленных методов, например, можно решить задачу арифметически или с помощью уравнения.
Отметим, что каждый раз, когда задачу удаётся решить несколькими методами, это надо обязательно использовать, так как решение задачи несколькими способами намного полезнее решения нескольких задач одним методом.

830. Одновременно были зажжены две свечи одинаковой длины: одна свеча потолще (сгорающая за 4 ч), другая потоньше (сгорающая за 2 ч). Через некоторое время обе свечи потушили. Оказалось, что огарок толстой свечи в 3 раза длиннее огарка тонкой свечи. Сколько времени горели свечи? 
Решение. I способ. Изобразим свечи прямоугольниками одинаковой высоты (47, а). Так как тонкая свеча сгорает в 2 раза быстрее, то в любой момент времени сгоревшая часть тонкой свечи в 2 раза больше, чем сгоревшая часть толстой свечи. Поэтому когда свечи погасли (рис. 47, б) сгоревшая часть тонкой свечи (AC) в 2 раза больше сгоревшей части толстой свечи (MK). 
По условию задачи, оставшаяся часть тонкой свечи (CB) в 3 раза меньше остав​шейся части толстой свечи (NK). Тогда CB = 
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AB. Следовательно, тонкая свеча горела 
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II способ. За 1 ч сгорает 
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 толстой свечи и 
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 тонкой. Пусть свечи горели x ч, огарок толстой свечи составляет 1 – 
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, а тонкой 1 – 
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 их первоначальной длины. По условию задачи первый огарок в 3 раза больше первого. Составим уравнение:


1 – 
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 = 3 ·(1 – 
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Рис. 47
откуда x = 1,6. Свечи горели 1,6 ч.

Ответ. 1,6 ч.
Здесь и далее при решении задач несколькими способами полезно сопоставлять эти способы, выявлять преимущество того или иного способа для решения конкретной задачи.
Задачи на проценты, на смеси и сплавы
836. Морская вода содержит 5 % (по массе) соли. Сколько килограммов пресной воды нужно добавить к 50 кг морской воды, чтобы содержание соли в полученной воде составило 2 %?
Решение. I способ. 50 кг морской воды содержат 0,05·50 = 2,5 кг соли. Чтобы содержание соли составляло 2 %, морской воды должно быть 2,5:0,02 = 125 (кг), т. е. надо добавить 125 – 50 = 75 (кг) пресной воды.

II способ. Пусть добавили x кг пресной воды, тогда морской воды с содержа​нием соли 2 % стало (50 + x) кг, а количество соли в ней не изменилось. Вычислим это количество двумя способами и составим уравнение:

0,05·50 = 0,02·(50 + x),

откуда x = 75.

Ответ. 75 кг.

837. а) До просушки зерна влажность его была 20 %. 10 ц этого зерна просушили, после чего его масса уменьшилась на 100 кг. Определите влажность зерна после просушки.
Решение. а) I способ. После просушки получилось 10 – 1 = 9 (ц) зерна. Содержание воды уменьшилось с 0,2·10 = 2 до 2 – 1 = 1 центнера и составило 
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II способ. Пусть содержание воды в зерне после просушки составляет p %. До просушки масса сухого вещества составляла 100 – 20 = 80 (%) или 0,8·10 = 8 (ц), а после просушки ― 
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 (ц). Приравняв полученные результаты, составим уравнение:
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откуда p = 
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Ответ. 
[image: image299.wmf]9

1

11

 %.

838. а) При проверке влажность зерна оказалась равной 23%, а после просушки 12%. На сколько процентов стало легче зерно после просушки?

б) Семена попали под дождь и стали на 20% тяжелее. Когда их просушили, они потеряли в массе 20% . Вернулись ли они к первоначальной массе?
Решение. а) Пусть первоначально было m кг зерна. Сухое вещество в нём составляло 100 – 23 = 77 (%) массы зерна, т. е. 0,77m кг. После просушки масса сухого вещества составляет 100 – 12 = 88 (%) массы просушенного зерна, которая равна 
[image: image300.wmf]=

88

,

0

77

,

0

m



 EMBED Equation.3  [image: image301.wmf]8

7

m

 кг. Масса зерна уменьшилась на m – 
[image: image302.wmf]8

7

m

 = 
[image: image303.wmf]8

m

 кг, или на 
[image: image304.wmf]%

8

100

m

m

×

×

 = 12,5 %.

б) Пусть первоначальная масса зерна m кг, она увеличилась на 20 % и составила (1 + 0,2)m = 1,2m кг. При сушке эта масса уменьшилась на 20 % и составила 
(1 – 0,2)·1,2m = 0,96m кг. То есть масса зерна после просушки уменьшилась (на 4 %).

Ответ. а) На 12,5 %; б) нет.

839. а) Время изготовления некоторой детали уменьшилось на 40 %. На сколько процентов увеличилась производительность труда? 

б) Объем строительных работ увеличился на 80 %. На сколько процентов нужно увеличить число рабочих для выполнения этой работы за то же время, если производительность труда будет увеличена на 20 % ?

Решение. а) I способ. Время изготовления некоторой детали уменьшилось на 40 % (было 100 %, стало 100 % – 40 % = 60 %), или уменьшилось в 100:60 = 
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 раза. Производительность труда при этом увеличилась во столько же раз и составляет теперь 100·
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 % больше, чем первоначально.

II способ. Пусть 1 деталь изготавливали за t мин и производительность труда выражалась дробью 
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, теперь её изготавливают за 0,6t мин и производительность труда выражалась дробью 
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б) Объём работ увеличился на 80 %, т. е. в 1,8 раза, поэтому число рабочих надо увеличить в 1,8 раза. Производительность труда будет увеличена на 20 %, т. е. в 1,2 раза, поэтому число рабочих надо уменьшить в 1,2 раза. Таким образом, число рабочих надо увеличить в 1,8:1,2 = 1,5 раза, или на 50 %.

Ответ. а) На 66
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 %;
б) на 50 %.

840. а) Цена книги снизилась на столько процентов, на сколько копеек она снизилась. Какова первоначальная цена книги?
Решение. Пусть старая цена книги x, а новая ― y копеек (x > y). По условию задачи снижение цены в процентах и в копейках одинаково, составим уравнение: 
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Так как x ≠ y и x ≠ 0, то x = 100. Книга стоила 100 к. или 1 р. 

Решение задач в общем виде

Уметь решать задачи в общем виде очень полезно для того, чтобы не решать одну и ту же задачу несколько раз с разными числовыми данными. Иногда бывает полезно решать задачу в общем виде, если числовые данные громоздки. В общем виде решают задачи при изучении геометрии и физики. Кроме того, заменяя числовые данные буквами, мы готовим учащихся к решению задач с параметрами.
842. Найдите процентное содержание p олова в сплаве, полученном из двух кусков массами т1 и m2, содержащих соответственно p1 и p2 процента олова, если:
а) т1 = 15, p1 = 40, т2 = 35, р2 = 20;
б) т1 = 35, р1 = 40, т2 = 15, р2 = 20.

Решение. Вычислим массы олова до и после сплавления (они измеряются в одинаковых единицах, например, в граммах). Так как до и после сплавления эти массы равны, то выполняется равенство:

m1 ·
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 + m2 ·
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 = (m1 + m2) ·
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(1)

которое перепишем в виде

m1 ·p1 + m2 ·p2 = (m1 + m2) ·p.
(2)

Выразим p из равенства (2): p = 
[image: image317.wmf]2

1

2

2

1

1

m

m

p

m

p

m

+

+

.

а) При m1 = 15, p1 = 40, m2 = 35, p2 = 40, p = 
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б) При m1 = 35, p1 = 40, m2 = 15, p2 = 20, p = 
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Ответ. 
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 %; а) 26 %;
б) 34 %. 

843. Докажите, что в предыдущей задаче из условия р2 < р1 следует, что 
р2 < р < р1.

Доказательство. Так как p2 < p1, то верно двойное неравенство:

m1·p2 + m2·p2 < m1·p1 + m2·p2 < m1·p1 + m2·p1.

Вынесем за скобки общие множители в левой и правой частях двойного неравенства:

(m1 + m2)·p2 < m1·p1 + m2·p2 < (m1 + m2)·p1.

Разделим почленно двойное неравенство на положительную сумму m1 + m2:

р2 < 
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и, заменив 
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 на p, получим р2 < p < p1 , что и требовалось доказать.

844. Имеется два куска сплава олова и свинца. Первый, массой т1 г, содержит р1 % олова, второй содержит р2 % олова. Сколько граммов от второго куска надо добавить к первому, чтобы получить сплав с содержанием олова р %, если:

а) т1 = 300, р1 = 40, р2 = 60, р = 56;
б) т1 = 180, р1 = 45, р2 = 70, р = 60?
Решение. Пусть надо добавить m2 граммов от второго сплава, тогда верно равенство:

m1 ·
[image: image323.wmf]100
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 + m2 ·
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 = (m1 + m2) ·
[image: image325.wmf]100
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из которого выразим m2:


m2 = 
[image: image326.wmf]p
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(3)
а) При m1 = 300, p1 = 40, p2 = 60, p = 56 имеем: m2 = 
[image: image327.wmf]56
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б) При m1 = 180, p1 = 45, p2 = 70, p = 60 имеем: m2 = 
[image: image328.wmf]60
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Ответ. 
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 г; а) 1200 г; б) 270 г. 

845. Кусок сплава меди и цинка массой 36 кг содержит 45% меди. Сколько килограммов меди нужно добавить к этому куску, чтобы полученный новый сплав содержал 60 % меди?
Решение. Пусть надо добавить x кг меди, тогда содержание меди в сплаве составит (0,45·36 + x) или 0,6·(36 + x) кг, получим верное равенство: 

0,45·36 + x = 0,6·(36 + x),

откуда x = 13,5. Надо добавить 13,5 кг меди.

Замечание. Эта задача похожа на задачу 844 и может быть решена по формуле (3): m2 = 
[image: image330.wmf]60
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. Задачи различаются не только названиями металлов, но и тем, что p2 = 100.
849. Имеются два куска, содержащие 60% и 40% олова. По сколько граммов от каждого куска надо взять, чтобы получить 600 г сплава, содержащего 45% олова?
Решение. Пусть от первого куска надо взять x г, тогда от второго надо взять (600 – x) г. Подсчитав содержание олова в полученном сплаве двумя способами, составим уравнение: 

0,6·x + 0,4·(600 – x) = 0,45·600,

откуда x = 150, 600 – x = 450. 

Итак, надо взять 150 г от первого сплава и 450 г от второго. 
Ответ. 150 и 450 г. 

850. Имеются два куска, содержащие р1 и р2 процента олова. По сколько граммов от каждого куска надо взять, чтобы получить т г сплава, содержащего р % олова, если:
а) т = 450, p1 = 70, р2 = 40, р = 60; 
б) т = 600, p1 = 80, р2 = 65, р = 75?
Решение. Пусть от первого куска надо взять x г, тогда от второго надо взять 
(m – x) г. Cоставим уравнение: 

x·
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откуда x = 
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m – x = 
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а) При m = 450, p1 = 70, p2 = 40, p = 60 имеем x = 
[image: image336.wmf]40
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= 450 – 300 = 150.
б) При m = 600, p1 = 80, p2 = 65, p = 75 имеем x = 
[image: image337.wmf]65
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= 600 – 400 = 200.

Ответ. 
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 г; а) 300 и 150 г; б) 400 и 200 г. 

851. Из «Арифметики» Л.Ф.Магницкого. У некоторого человека были для продажи вина двух сортов. Первое ценою 10 гривен ведро, второе же по 6 гривен. Захотелось ему сделать из тех двух вин, взяв по части, третье вино, чтобы ему цена была по 7 гривен. Какие части надлежит из тех двух вин взять к наполнению ведра третьего вина ценою в 7 гривен?

Решение. Пусть для составления требуемой смеси надо взять x частей ведра вина I-го сорта (x < 1) и (1 – x) частей ведра вина II-го сорта. Первая часть вина стоит 10x гривен, а вторая 6(1 – x) гривен. Составим уравнение:

10x + 6(1 – x) = 7,

откуда x = 
[image: image340.wmf]4
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, 1 – x = 
[image: image341.wmf]4
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Ответ. 
[image: image342.wmf]4
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 ведра по 10 гривен и 
[image: image343.wmf]4
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 ведра по 6 гривен.
860. Через первую трубу бассейн наполняется за а мин, через вторую трубу — за b мин. За сколько минут наполнится бассейн через обе эти трубы?
Решите задачу в общем виде, получите ответ для указанных значений а и b:
а) а = 12, b = 36; 
б) а = 14, b = 35.
Решение. I способ. Решим задачу по действиям: 

1) 1:a 
[image: image344.wmf]a
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 (басс.) ― наполняет первая труба за 1 мин,

2) 1:b 
[image: image345.wmf]b
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3) 
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 EMBED Equation.3  [image: image347.wmf]ab
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 (басс.) ― наполняют обе трубы за 1 мин,

4) 1:
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 (мин) ― время наполнения бассейна двумя трубами.

а) При a = 12, b = 36 имеем: x 
[image: image350.wmf]=
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б) При a = 14, b = 35 имеем: x 
[image: image351.wmf]=
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II способ. Пусть две трубы при совместной работе наполнят бассейн за x мин, тогда за 1 мин они наполнят 
[image: image352.wmf]x
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 бассейна. Составим уравнение:
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Выразим x через a и b: 

x = 
[image: image354.wmf]b
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Вычисления для случаев а) и б) аналогичны. 

Ответ. 
[image: image355.wmf]b
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 мин; 
а) 9 мин;
б) 10 мин.
864. Некоторое расстояние автомобиль преодолевает в гору со скоростью а км/ч, а с горы — со скоростью b км/ч. Какова средняя скорость движения автомобиля на всем участке пути, если: 

а) а = 40, b = 60; 
б) а = 30, b = 45?
Решение. Пусть s км длина участка пути. 

1) 
[image: image356.wmf]=
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 (ч) ― время движения в оба конца,

2) 2s:
[image: image358.wmf]ab

b

a

s

)

(

+

 = 
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а) При a = 40, b = 60 имеем 
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б) при a = 30, b = 45 имеем 
[image: image362.wmf]b
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865. Лодка от А до В плывет по течению а ч, а от В до А (против течения) b ч. Сколько часов будет плыть бревно от А до В, если: 

а) а = 3, b = 4; 
б) а = 2, b = 3?
Решение. I способ. 

1) 1:a 
[image: image364.wmf]a
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 (расст.) ― проплывает лодка за 1 ч по течению,

2) 1:b 
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3) 
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 (расст.) ― проплывает бревно за 1 ч,

4) 1:
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 (ч) ― время движения бревна.

а) При a = 3, b = 4 имеем x = 
[image: image370.wmf]3
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б) При a = 2, b = 3 имеем x = 
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II способ. Пусть бревно проплывёт расстояние AB за x ч, тогда за 1 ч оно проплывает 
[image: image372.wmf]x
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 этого расстояния, что равно 
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Ответ. 
[image: image377.wmf]a
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 ч; а) 24 ч; б) 12 ч.
890. а) Две бригады грузчиков должны были разгрузить баржу в течение 6 ч. Первая бригада выполнила 
[image: image378.wmf]5

3

 всей работы, вторая бригада закончила разгрузку. Вся работа была выполнена за 12 ч. Сколько часов требуется каждой бригаде в отдельности для разгрузки баржи?
Решение. а) Пусть первая бригада может разгрузить баржу за x ч, вторая ― за y ч, а все вместе ― за 6 ч. Составим первое уравнение:


[image: image379.wmf]x
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 + 
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 = 
[image: image381.wmf]6

1

.

На 
[image: image382.wmf]5
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 всей работы первая бригада потратит 
[image: image383.wmf]5
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x ч, на 1 – 
[image: image384.wmf]5
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 = 
[image: image385.wmf]5

2

 всей работы вторая бригада потратит 
[image: image386.wmf]5
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y ч, а всего 12 ч. Составим второе уравнение:


[image: image387.wmf]5
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x + 
[image: image388.wmf]5
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y = 12.

Решив систему этих двух уравнений, получим два её решения: x1 = 10, y1 = 15 и x2 = 12, y2 = 12.

Задача имеет два решения: первая и вторая бригада могут разгрузить баржу за 10 и 15 ч или за 12 и 12 ч.
892. а) Брат и сестра собирали малину в двухлитровые бидоны. Брат собирал ягоды быстрее сестры. Через некоторое время он решил ей помочь и поменялся с ней бидонами. Момент для обмена бидонами был выбран удачно — ребята наполнили их ягодами одновременно. Сколько литров ягод они набрали вместе до того, как поменялись бидонами?
б) Дед и внук начали одновременно собирать клюкву в одинаковые лукошки. Дед собирает быстрее внука. Когда им надо поменяться лукошками, чтобы оба лукошка наполнились одновременно?
Решение. а) I способ. Пусть брат до обмена бидонами собрал x, а сестра y л ягод (x > y), тогда после обмена брат собрал (2 – y), а сестра (2 – x) л ягод. Брат собирал ягоды быстрее сестры в одно и то же число раз до и после обмена бидонами, поэтому x больше y во столько же раз, во сколько (2 – y) больше, чем 
(2 – x). Составим уравнение:


[image: image389.wmf].
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Второго уравнения составить не удается, что и затрудняет учащихся. Преобра​зуем уравнение:


[image: image390.wmf].

0

)

2

(

)

2

)(

(

=

-

-

+

-

y

x

y

x

y

x


Числитель дроби равен нулю, если x – y = 0 или x + y – 2 = 0. Первое равенство невозможно, так как x > y, следовательно, x + y – 2 = 0, т. е. x + y = 2. При этом знаменатель дроби не обращается в нуль, т. к. x < 2 и y > 0. Найти x и y не удалось, но это и не требовалось. Мы получили ответ на вопрос задачи: до обмена бидонами ребята собрали 2 л ягод.

II способ. Брат должен поменяться с сестрой бидонами в тот момент, когда ему останется собрать столько ягод, сколько к этому моменту собрала сестра. Тогда после обмена бидонами каждый из них соберёт столько же ягод, сколько до обмена, а вместе — половину от объёма двух бидонов, т. е. 2 литра.

б) Рассуждая как при решении задачи а), получим: дед и внук должны поменяться лукошками тогда, когда деду останется собрать столько ягод, сколько к тому моменту собрал внук.

893. а) Брат и сестра собирали малину. Корзина брата вмещала 5 л, а корзина сестры 4 л. Брат собирал ягоды быстрее сестры, поэтому, когда она набрала половину своей корзины, они поменялись корзинами и через некоторое время наполнили их одновременно. Сколько литров ягод собрал брат?
б) Брат и сестра собирали малину. Когда сестра собрала 
[image: image391.wmf]3
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 своего двухлитрового бидона, трёхлитровый бидон брата был почти полон. Ребята поменялись бидонами и через некоторое время одновременно закончили сбор ягод. Во сколько раз брат работал быстрее сестры?
Решение. а) Пусть сначала брат набрал x, а сестра 2 литра ягод. Из условия задачи следует, что x > 2. После обмена корзинами брат набрал еще 2, а сестра 
(5 – x) литра ягод. Брат собирал ягоды быстрее сестры в одно и то же число раз до и после обмена корзинами. Составим уравнение:
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которое имеет два корня 4 и 1. Так как x > 2, то x = 4.

Всего брат собрал 4 + 2 = 6 л ягод.

б) Сначала сестра собрала 
[image: image393.wmf]×
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[image: image394.wmf]3
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 л малины. Пусть брат собрал в k раз больше (k > 1), т. е. 
[image: image395.wmf]3
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k л. Потом сестра собрала 3 – 
[image: image396.wmf]3
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k л, а брат опять в k раз больше: 3k – 
[image: image397.wmf]3
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k2 л, что составило 2 – 
[image: image398.wmf]3
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 л. Составим уравнение:

3k – 
[image: image400.wmf]3
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k2 = 
[image: image401.wmf]3
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которое имеет два корня 2 и 
[image: image402.wmf]4

1

. Так как k > 1, то k = 2.

Ответ. В 2 раза.

894. Отец и сын принялись косить два соседних луга, площади ко​торых относятся как 8:7. Когда отец скосил три четверти большего луга, а сын скосил больше половины меньшего, они присели отдохнуть и подсчитали, что если будут работать с той же производительностью, но поменяются местами, то за​кончат работу одновременно. Во сколько раз отец косил быстрее сына?
Решение. Пусть площади лугов равны 7k и 8k некоторых единиц площади, где k > 0. Из условия задачи следует, что отец скосил 6k единиц площади. Пусть сын скосил y тех же единиц площади (y > 3,5k). После отдыха отец скосил 7k – y, а сын ― оставшиеся 2k единиц площади. Отец косил в 
[image: image403.wmf]y
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 или в 
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 раза быстрее сына. Приравняв эти дроби, составим уравнение:
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которое перепишем в виде:
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Уравнение y2 – 7ky + 12k2 = 0 имеет корни y1 = 3k и y2 = 4k. Так как k > 0, то оба корня не обращают в нуль знаменатели дробей в уравнениях (1) и (2), следовательно, это корни уравнений (1) и (2) при любом k > 0. Корень 3k не удовлетворяет условию y > 3,5k. 
Тогда отец работал быстрее сына в 
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 = 1,5 (раза). 
Ответ. В 1,5 раза.
895. Сулико подошла к роднику с двумя кувшинами. Один вмещал 5 л, а другой — 4 л. Вода из родника текла двумя струями — одна сильнее, другая слабее. Сулико поставила одновременно кувшины под струи и, когда набралась половина меньшего кувшина, поменяла кувшины местами. Как это ни удиви​тельно, но кувшины наполнились одновременно. Во сколько раз больше воды даёт одна струя, чем другая?
Решение. I способ. Пусть Сулико поставила больший кувшин под сильную струю, а меньший ― под слабую струю. Пусть одна струя дает в x раз больше воды, чем другая (x > 1). Сначала в меньший кувшин набралось 2 л, а в больший ― 2x л воды. Сулико поменяла местами кувшины. В меньший кувшин набралось 2 л, а в больший ― 
[image: image410.wmf]x
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 л воды. Всего в больший кувшин набралось 5 л воды. Составим уравнение: 
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которое перепишем в виде:
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Уравнение 2x2 – 5x + 2 = 0 имеет корни x1 = 2 и x2 = 
[image: image413.wmf]2
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, которые не обращают в нуль знаменатель дроби x, следовательно, это корни уравнения (1). Так как x > 1, то условиям задачи удовлетворяет только x1.
Если же кувшины поставить наоборот ― больший под слабую, а меньший под сильную струю, то всё равно получится уравнение (1).

II способ. Пусть сначала в меньший кувшин набралось 2 л, а в больший ― x л воды. Сулико поменяла местами кувшины. В меньший кувшин набралось 2 л, а в больший ― (5 – x) л воды. Одна струя дает больше воды в одно и то же число раз. Составим уравнение: 
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которое перепишем в виде:
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Уравнение x2 – 5x + 4 = 0 имеет корни x1 = 1 и x2 = 4, которые не обращают в нуль знаменатель дроби 2x, следовательно, это корни уравнения (2). Два корня соответствуют двум возможностям ― сначала поставить меньший кувшин под сильную струю или под слабую. В обоих случаях ответ на вопрос задачи один и тот же: одна струя дает в 2 раза больше воды, чем другая, т. к. в первом случае 
2:1 = 2, а во втором 4:2 = 2. 

Ответ. В 2 раза.

900. Один мастер оклеит комнату обоями за а ч, а другой — за b ч. Если же они будут работать вместе, то производительность работы каждого повысится на р %. За сколько часов они оклеят комнату, работая вместе, если: 
а) а = 6, b = 4, р = 20;
б) а = 3, b = 7, р = 40?

Решение. Пусть время совместной работы без повышения производительности труда равно x ч. Из уравнения 
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 выразим x через a и b: 
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Если производительность труда повысится на p %, т. е. в 1 + 
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 раза, то время работы уменьшится во столько же раз и составит 
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а) При a = 6, b = 4, p = 20 имеем 
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 = 2 (ч).
б) При a = 3, b = 7, p = 40 имеем 
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 = 1,5 (ч).

Ответ. 
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953. Если продать 20 коров, то заготовленного сена хватит на двадцать дней дольше, если же уменьшить выдачу сена на одну корову в день на 20%, заменив сено другими кормами, то сена коровам хватит на пятнадцать дней дольше запланированного. Сколько было коров и на сколько дней заготовлено сена?
Решение. Пусть для x коров на y дней запасено по z кг сена на день, т. е. всего xyz кг. Весь запас сена подсчитаем еще двумя способами: (x – 20)(y + 20)·z и 
x·(y + 15)·0,8z кг.

Составим систему двух уравнений с тремя переменными:
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Так как z 
[image: image426.wmf]¹

 0, x 
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 0, то система равносильна системе:
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Решение системы: x = 80, y = 60. Следовательно, для 80 коров было запасено сена на 60 дней.

Метод подобия
Метод подобия заключается в том, чтобы, используя графики равномерных процессов и подобие треугольников, составить уравнение для решения задачи. Для примера возьмём задачу из учебника для 7 класса и решим её двумя новыми способами: с помощью уравнения с неизвестным в знаменателе (стандартный школьный метод, изученный в 8 классе) и с помощью метода подобия. 
1. Две старушки вышли одновременно навстречу друг другу из двух городов. Они встретились в полдень и достигли чужого города: первая — в 4 ч по полудни, а вторая — в 9 ч. Узнайте, когда они вышли из своих городов.
Решение. I способ. Пусть до встречи старушки шли х ч. Тогда на весь путь первая затратила (х + 4) ч, а вторая (х + 9) ч. 

Первая проходила в час 
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 часть пути, вместе 
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 часть пути. Составим уравнение: 
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Это уравнение имеет два корня: x1 = 6, x2 = –6. Так как по смыслу задачи x > 0, то до встречи старушки были в пути 6 ч, т. е. вышли из своих городов в 6 ч утра (12 – 6 = 6).

II способ. Пусть по-прежнему старушки шли до встречи х ч. Построим графики движения первой и второй старушек: PP1 и VV1 соответственно (рис. 48). Моменту их встречи соответ​ствует точка M графиков. 
Рис. 48
Из условия задачи следует, что NP1 = 4, KV1 = 9, а требуется найти PK = x. Из подобия двух пар треугольников VMN и V1MK, MPK и MP1N получим пропорции: 
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Последнее (более простое) уравнение также имеет два корня: x1 = 6, x2 = –6. Так как по смыслу задачи x > 0, то до встречи старушки были в пути 6 ч, т. е. вышли из своих городов в 6 ч утра (12 – 6 = 6). 
Применение метода подобия предполагает использование графиков равномер​ных процессов, что ценно само по себе, так как если ученик научится применять такие графики, то он будет применять их при решении задач и в том случае, когда это помогает анализу условий задачи и поиску идеи решения задачи, не связанную с подобными треугольниками. 

2. Из города А в город В вышел пешеход. Через некоторое время после выхода пешехода из города В ему навстречу выехал велосипедист. Через час после выхода пешехода вслед за ним выехал мотоциклист. Все участники двигались равномерно и встретились в одной точке маршрута. Мотоциклист прибыл в город В через 3 ч после выезда из него велосипедиста, но за 2 ч до прибытия пешехода в город В. Через сколько часов после выезда мотоциклиста велосипедист прибыл в город А? 
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Решение. Построим графики движения пешехода, велосипедиста и мотоциклиста: АP, BUV и ANM соответственно (рис. 49). Моменту их встречи в одной точке маршрута соответствует точка O графиков.
Из условия задачи следует, что MP = 2, UM = 3, AN = 1, а требуется найти NV = x. Из подобия двух пар треугольников UOM и VON, POM и AON получим пропорции: 
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Рис. 49
Решив это уравнение, получим его единственный корень x = 1,5. 

Итак, через 1,5 ч после выезда мотоциклиста велосипедист прибыл в город А. 

3. Пешеход, велосипедист и мотоциклист движутся по шоссе с постоянными скоростями в одном и том же направлении. Велосипедист догнал пешехода в тот момент, когда мотоциклист отставал от них на 6 км. Мотоциклист догнал пешехода, когда велосипедист был впереди них на 2 км. На каком расстоянии мотоциклист был впереди пешехода в тот момент, когда он догнал велосипедиста?
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Решение. I способ. Построим схематически графики движения пешехода (AF), велосипедиста (AE) и мотоциклиста (BE), (рис. 50). По условию задачи AB = 6, 
CD = 2, требуется найти EF. 
Из подобия треугольников ABE и CDE следует, что 
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откуда AC = 2CE, AE = 3CE.

Из подобия треугольников EFA и CDA следует, что 
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Рис. 50
Так как CD = 2, то EF = 2
[image: image444.wmf]2
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 = 3.
Итак, мотоциклист был впереди пешехода на 3 км.
II способ. Пусть от момента обгона велосипедистом пешехода до момента обгона мотоциклистом пешехода прошло t1 мин, а от момента обгона мотоциклистом пешехода до момента обгона мотоциклистом велосипедиста прошло t2 мин. Тогда за t1 мин мотоциклист приблизился к велосипедисту на 6 – 2 = 4 (км), а за t2 мин он приблизился к велосипедисту на 2 км — на расстояние в 2 раза меньшее, следовательно, t1 = 2t2.

За t1 мин велосипедист удалился от пешехода на 2 км, а за t2 мин он удалился от пешехода на расстояние в 2 раза меньшее, то есть на 1 км. Тогда велосипедист (и мотоциклист) был впереди пешехода на 2 + 1 = 3 (км).

Ответ. 3 км.
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