§ 7 Квадратичная функция 
Основная цель седьмого параграфа ― научить учащихся строить графики квадратичных функций и решать задачи, связанные с этими функциями.

7.1. Функция у = ах2 (a > 0)
В данном пункте рассматривается функция y = ax2 для a > 0, формулируются и доказываются её свойства. Из сравнения графиков функции y = x2 и y = 2x2 делается вывод о том, что второй график можно получить из первого растяжением в 2 раза вдоль оси Oy. Далее этот вывод обобщается для функций 
y = x2 и y = ax2 (a > 0). В обычном классе рассуждения о растяжении и сжатии графиков можно опустить. 
Решения и комментарии 
413. а) Задана функция у = 3x2. Точка (–2; a) принадлежит графику этой функции. Найдите a.

б) Задана функция у = 3x2. Точка (b; 12) принадлежит графику этой функции. Найдите b.

в) Точка (1; 8) принадлежит графику функции у = ах2. Определите a.

Решение. а) Так как точка (–2; a) принадлежит графику функции у = 3x2, то
a = 3·(–2)2, т. е. a = 12.

б) Так как точка (b; 12) принадлежит графику функции у = 3x2, то 12 = 3b2. Решив это уравнение, получим: b1 = 2, b2 = –2.

в) Так как точка (1; 8) принадлежит графику функции у = аx2, то 8 = a·12, откуда следует, что а = 8.
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414. На рисунке 28 представлены графики функций у = х2 и у = ах2. Определите a.
Рис. 28
Эта задача решается так же, как предыдущая, только учащиеся сами должны найти на рисунке точку с известными координатами. Аналогично решаются задания 415, 416.
Решение. а) Точка (1; 2,5) принадлежит графику функции у = ах2, поэтому 
2,5 = a·12, откуда следует, что а = 2,5.

б) Точка (2; 1) принадлежит графику функции у = ах2, поэтому 1 = a·22, откуда следует, что а = 0,25.

7.2. Функция у = ах2 (a 
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 0)
В данном пункте рассмотрена функция у = ах2 для а 
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 0, вводятся понятия вершины параболы и оси симметрии параболы. От всех учащихся надо добиться понимания расположения параболы в зависимости от знака коэффициента a.
Решения и комментарии

426. а) Дана функция у = –3x2. Точка (t; –3) принадлежит графику этой функции. Определите t.

б) Дана функция у = –0,2x2. Точка (–0,2; t) принадлежит графику этой функции. Определите t.

Решение. а) Точка (t; –3) принадлежит графику функции у = –3x2, поэтому
 –3 = –3t2. Решив это уравнение, получим: t1 = 1, t2 = –1.

б) Точка (–0,2; t) принадлежит графику функции у = –0,2x2, поэтому 
t = –0,2·(–0,2)2, т. е. t = –0,008.

Дополнительное задание

1. а) Прямая y = 8 пересекает параболу y = ax2 в двух точках, расстояние между которыми равно 6. Найдите число a.
б) Прямая y = –8 пересекает параболу y = ax2 в двух точках, расстояние между которыми равно 4. Найдите число a.
Решение. а) Так как точки пересечения прямой y = 8, параллельной оси Ox, с параболой y = ax2 симметричны относительно оси Oy и расстояние между ними равно 6, то эти точки пересечения имеют абсциссы –3 и 3, т. е. точки (–3; 8) и 
(3; 8) принадлежат графику функции у = аx2, поэтому 8 = a·32. Решив это уравнение, получим: а = 
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б) Так как точки пересечения прямой y = –8, параллельной оси Ox, с параболой 
y = ax2 симметричны относительно оси Oy и расстояние между ними равно 4, то эти точки пересечения имеют абсциссы –2 и 2, т. е. точки (–2; –8) и (2; –8) принадлежат графику функции у = аx2, поэтому –8 = a·22. Решив это уравнение, получим: а = –2.

7.3. График функции у = а(х – х0)2 + у0
В данном пункте на примере переноса параболы у = 2x2 показан способ построения графиков функций у = 2x2 – 2, у = 2(x – 2)2, у = 2(x – 2)2 + 3 при помощи параллельного переноса графика исходной функции вправо-влево, или вверх-вниз, или при помощи двух этих переносов. Выводы, полученные при решении конкретных задач, обобщены в виде правил, с помощью которых решаются аналогичные задачи на построение графиков функций данного вида.
Задание для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задание 747.

Решения и комментарии

436. Какой формулой задана функция, график которой получен из параболы 
у = x2 с помощью:

а) сжатия по оси Oy в 2 раза и переноса вершины в точку (5; 0);
б) растяжением по оси Oy в 5 раз и переноса вершины в точку (–4; 0)?

Решение. 
а) При сжатии по оси Oy в 2 раза параболы у = x2 получится парабола у = 
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x2 с вершиной (0; 0). При переносе этой параболы вершина параболы переместится в точку (5; 0), получится парабола у = 
[image: image5.wmf]2
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 (x – 5)2.
б) При растяжении по оси Oy в 5 раз параболы у = x2 получится парабола 
у = 5x2 с вершиной (0; 0). При переносе этой параболы вершина параболы переместится в точку (–4; 0), получится парабола у = 5(x + 4)2.

445. Какой формулой задана функция, график которой получен из параболы 
у = 2x2 так, что её вершина есть точка:

а) (5; –1);
б) (–2; 5)?

Решение. а) Вершина (0; 0) параболы у = 2x2 перенесена в точку (5; –1), следовательно, функция задана формулой у = 2(x – 5)2 – 1.
б) Вершина (0; 0) параболы у = 2x2 перенесена в точку (–2; 5), следовательно, функция задана формулой у = 2(x + 2)2 + 5.
Дополнительное задание

1. Парабола у = a(x – 3)2 + 2 пересекает ось Oy в точке (0; –16). В каких точках эта парабола пересекает ось Ox?
Решение. Так как точка (0; –16) принадлежит параболе у = a(x – 3)2 + 2, то верно равенство –16 = a(0 – 3)2 + 2, откуда следует, что a = –2. 
Парабола у = –2(x – 3)2 + 2 пересекает ось Ox в точках, ордината y которых равна 0. Решив уравнение 0 = –2(x – 3)2 + 2, получим: x1 = 2, x2 = 4. Следовательно, парабола пересекает ось Ox в точках (2; 0) и (4; 0).
7.4. Квадратичная функция и её график

В данном пункте рассмотрена функция у = ax2 + bx + c (a 
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 0), называемая квадратичной функцией. Здесь доказана теорема о том, что графиком квадра​тичной функции у = ax2 + bx + c является парабола с вершиной в точке (x0; y0), полученная параллельным переносом параболы у = ax2, где x0 =
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, y0 = 
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, D = b2 – 4ac. Далее рассмотрены примеры построения парабол. Напоминается определение возрастающей (убывающей) на промежутке функции, приведён пример доказательства возрастания (убывания) функции на промежутке.
Задание для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задание 752–758.

Решения и комментарии

452. а) Найдите наименьшее значение функции у = x2 – 10x + 5.
Решение. Так как x2 – 10x + 5 = (x – 5)2 – 20, то функция достигает наимень​шего значения (–20) в точке x = 5.
453. а) Найдите наибольшее значение функции у = –x2 – 4x + 8.
Решение. Так как –x2 – 4x + 8 = –(x + 2)2 + 12, то функция достигает наиболь​шего значения 12 в точке x = –2.

Замечание. Абсцисса точки, в которой функция у = ax2 + bx + c достигает своего наибольшего (наименьшего) значения, вычисляется по формуле: x0 =
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454. а) Докажите с помощью определения, что функция у = x2 – 2x – 3 возрастает на промежутке [1; +
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) и убывает на промежутке (–
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; 1].
Доказательство. Пусть x1 и x2 — произвольные числа такие, что 1 
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 x1 < x2. Вычислим разность y1 – y2: 
y1 – y2 = (x
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 – 2x1 – 3) – (x
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 – 2x2 – 3) = (x1 – x2)(x1 + x2 – 2).

Так как x1 < x2, то x1 – x2 < 0. Так как x1 
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 1, x2 > 1, то x1 + x2 > 2 и x1 + x2 – 2 > 0, следовательно, y1 – y2 < 0, т. е. y1 < y2. Итак, большему значению аргумента (x2) соот​ветствует большее значение функции (y2), следовательно, функция у = x2 – 2x – 3 возрастает на промежутке [1; +
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).
Пусть теперь x1 и x2 — произвольные числа такие, что x1 < x2 
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 1. Вычислим разность y1 – y2: 
y1 – y2 = (x1 – x2)(x1 + x2 – 2).

Так как x1 < x2, то x1 – x2 < 0. Так как x1 < 1, x2 
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 1, то x1 + x2 < 2 и x1 + x2 – 2 < 0, следовательно, y1 – y2 > 0, т. е. y1 > y2. Итак, большему значению аргумента (x2) соот​ветствует меньшее значение функции (y2), следовательно, функция у = x2 – 2x – 3 убывает на промежутке (–
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; 1].
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755. По графику функции у = ax2 + bx + c определите знаки a, b, c (рис. 29).


Рис. 29
Решение. а) Так как ветви параболы направлены вверх, то a > 0. Так как у (0) > 0, то c = у (0) > 0. Абсцисса вершины параболы x0 < 0. Так как x0 = 
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 и a > 0, то b > 0.
б) a > 0, c > 0, b > 0 (обоснование как в пункте а). 
в) Так как ветви параболы направлены вверх, то a > 0. Так как у (0) < 0, то 
c < 0. Абсцисса вершины параболы x0 < 0. Так как x0 = 
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 и a > 0, то b > 0.
г) Так как ветви параболы направлены вверх, то a > 0. Так как у (0) < 0, то 
c < 0. Абсцисса вершины параболы x0 > 0. Так как x0 = 
[image: image22.wmf]a

b

2

-

 > 0 и a > 0, то b < 0.
д) Так как ветви параболы направлены вниз, то a < 0. Так как у (0) < 0, то 
c < 0. Абсцисса вершины параболы x0 > 0. Так как x0 = 
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 и a < 0, то b > 0.
е) a < 0, c < 0, b > 0 (обоснование как в пункте д).
Промежуточный контроль. С–17, Т–7.
§ 8 Дробно-линейная функция 
Основная цель восьмого параграфа ― научить учащихся строить графики дробно-линейных функций и решать задачи, связанные с этими функциями.

8.1. Обратная пропорциональность
В данном пункте рассматривается функция y = 
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k

, где k — данное не равное нулю число. Говорят также, что переменная y обратно пропорциональна переменной x с коэффициентом пропорциональности k, эту функцию называют обратной пропорциональностью. Главное назначение данного пункта заключается в обучении учащихся определять, является ли данная функция обратной пропорциональностью, для заданной функции y = 
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 заполнять таблицы значений x и y, а также по заданной паре значений x и y определять k. 
Решения и комментарии 
461. Определите, одинаковые или разные знаки имеют x (x 
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 0)  и соответствующее ему y, если функция задана формулой:

в) y = 
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, где k > 0; 
е) y = 
[image: image28.wmf]x

k

, где k < 0.

Решение. в) Так как xy = k > 0, то числа x и y имеют одинаковые знаки.

е) Так как xy = k < 0, то числа x и y имеют разные знаки.

8.2. Функция у = 
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 (k > 0)
В пункте 8.2 рассматривается функция y = 
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, где k > 0, сформулированы и доказаны свойства этой функции, объяснено построение графика функции, называемого гиперболой. 

Рассуждения про сжатие и растяжение графика в обычном классе можно не рассматривать.
Решения и комментарии 
467. Принадлежат ли точки A и B одной и той же гиперболе y = 
[image: image31.wmf]x

k

, если:

в) A (2; 10), B (–20; –1); 
д) A (0,5; 10), B (2; 5)?
Решение. в) Точка A принадлежит гиперболе с коэффициентом k = 20, а точка B принадлежит гиперболе с коэффициентом k = 20. Точки A и B принадлежат одной и той же гиперболе y = 
[image: image32.wmf]x
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д) Точка B принадлежит гиперболе с коэффициентом k = xy = 5, а точка B принадлежит гиперболе с коэффициентом k = xy = 10. Точки A и B не принадлежат одной и той же гиперболе y = 
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8.3. Функция у = 
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 (k 
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 0)
В данном пункте рассматривается функция y = 
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, где k 
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 0. Стоит отметить, что случай k = 0 не рассматривается, так как в этом случае функция y = 
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 не определена в единственной точке x = 0, а в остальных она равна 0. Каждый учащийся должен усвоить связь между знаком k и расположением ветвей гиперболы. Далее сделан вывод о симметричности графиков функций y = 
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 и y = –
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 относительно оси Ox. Из свойств функции y = 
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 0, отмечаются её убывание на каждом проме​жутке (–
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; 0) и (0; +
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) при k > 0 и возрастание на каждом промежутке (–
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; 0) и (0; +
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) при k < 0, а также её нечётность, а следовательно, симметричность графика относительно начала координат (см. Дополнительное задание 1). 
Решения и комментарии 
474. Принадлежат ли точки A и B одной и той же гиперболе y = 
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, если:

а) A (12; 1), B (–6; –2); 
б) A (2; –2), B (–4; –1)?
Решение. Задание решается так же, как задание 467. 

Ответ. а) Да; б) нет.
Дополнительное задание
1. Докажите, что функция y = 
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, где k 
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 0, является нечётной.

Доказательство. Область определения функции: (–
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; 0)
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(0; +
[image: image52.wmf]¥

). Пусть число x принадлежит одному из промежутков (–
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; 0) или (0; +
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). Тогда число –x принадлежит другому из этих промежутков и верны равенства: y (–x) = 
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 = 
= –
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 = –y (x). Следовательно, функция y = 
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, где k 
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 0, является нечётной, что и требовалось доказать.
8.4. Дробно-линейная функция и её график 
В данном пункте рассматривается функция y = 
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 + у0, где k, x0, y0 — данные числа и k 
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 0. Далее разобраны два примера построения графика функции y = 
[image: image61.wmf]0
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 + у0 и сделан вывод о построении графика функции такого вида при помощи параллельного переноса гиперболы y = 
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Формулу y = 
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 + у0 можно привести к виду y = 
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. Функцию вида 
y = 
[image: image65.wmf]c

x

b

ax

-

-

, где b 
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 ac, называют дробно-линейной. Ограничение b 
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 aс необходимо для того, чтобы исключить случай, когда y = 0 для всех x, кроме x = c, и чтобы для функции y = 
[image: image68.wmf]0

x

x

k

-

 + у0 исключить случай когда k = 0.
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Задание для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задание 762.

Решения и комментарии 

479. Постройте график функции:

а) y = 
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;
б) y = 
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Решение. а) Так как: 
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, то запишем нашу функцию в виде y = 
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Искомый график получим параллельным переносом гиперболы y = 
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 на 1 единицу влево и на 2 единицы вниз (рис. 30). 
Рис. 30
[image: image192.png]o




б) Так как 
[image: image77.wmf]3

1

-

+

-

x

x

 = 
[image: image78.wmf]3

2

)

3

(

-

-

-

-

x

x

 = 
[image: image79.wmf]1

3

2

-

-

-

x

, то запишем нашу функцию в виде y = 
[image: image80.wmf]1

3

2

-

-

-

x

. Искомый график получим параллельным переносом гиперболы 
y = 
[image: image81.wmf]x

2

-

 на 3 единицы вправо и на 1 единицу вниз (рис. 31). 
Рис. 31
Дополнительные задания
1. Является ли дробно-линейной функция:

а) y = 
[image: image82.wmf]2

1

-

-

x

x

;
б) y = 
[image: image83.wmf]2

2

1

3

+

+

-

x

x

;
в) y = 
[image: image84.wmf]2

4

2

-

-

x

x

?

Постройте график каждой из этих функций.

Решение. Каждая из функций а), б) и в) записана в виде y = 
[image: image85.wmf]c

x

b

ax

-

-

.

а) Здесь a = 1, b = 1, c = 2, условие b 
[image: image86.wmf]¹

 ac выполнено, следовательно, данная функция является дробно-линейной. Так как 
[image: image87.wmf]2

1

-

-

x

x

 = 
[image: image88.wmf]2

1

2

-

+

-

x

x

 = 
[image: image89.wmf]1

2

1

+

-

x

, то искомый график получим параллельным переносом гиперболы y = 
[image: image90.wmf]x

1

 на 2 единицы вправо и на 1 единицу вверх (рис. 32, а).

[image: image193.png]


б) Так как 
[image: image91.wmf]2

2

1

3

+

+

-

x

x

 = 
[image: image92.wmf]1

5

,

0

5

,

1

+

+

-

x

x

 = 
[image: image93.wmf])

1

(

)

5

,

0

(

5

,

1

-

-

-

-

-

x

x

, то здесь a = –1,5, b = –0,5, 
c = –1, условие b 
[image: image94.wmf]¹

 ac выполнено, следовательно, данная функция является дробно-линейной. Так как 
[image: image95.wmf]1

5

,

0

5

,

1

+

+

-

x

x

 = 
[image: image96.wmf]1

2

)

1

(

5

,

1

+

+

+

-

x

x

 = 
[image: image97.wmf]1

2

5

,

1

+

+

-

x

 = 
[image: image98.wmf]5

,

1

1

2

-

+

x

, то искомый график получим параллельным переносом гиперболы y = 
[image: image99.wmf]x

2

 на 1 единицу влево и на 1,5 единицы вниз (рис. 32, б).

Рис. 32
[image: image194.png]


в) Здесь a = 2, b = 4, c = 2, условие b 
[image: image100.wmf]¹

 aс не выполнено, так как 
[image: image101.wmf]2

2

4

×

=

. Следовательно, данная функция не является дробно-линейной.
Данную функцию можно записать в виде 
y = 
[image: image102.wmf]2

)

2

(

2

-

-

x

x

. Её графиком является прямая y = 2 без точки, соответствующей значению аргумента x = 2, для которого функция не определена (рис. 33).
Рис. 33
Промежуточный контроль. С–18, Т–8, К–5.
Дополнения к главе 3
1. Построение графиков функций, содержащих модули
В данном пункте рассмотрены приёмы построения графиков функций, содержащих модули. Для построения таких графиков сначала раскрывают модули на тех промежутках, на которых выражения, содержащиеся под знаком модуля, сохраняют знак. Затем строят на этих промежутка графики получившихся функций. Рассмотрено построение графиков функций y = 
[image: image103.wmf])

(

x

f

 и y = 
[image: image104.wmf]|)

(|

x

f

.

Задание для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задание 759, 761.
Решения и комментарии 

484. Постройте график функции:

а) y = 
[image: image105.wmf]1

1

+

-

x

x

;
б) y = 
[image: image106.wmf]1

1

+

-

x

x

; 
в) y = 
[image: image107.wmf]1

|

|

1

|

|

+

-

x

x

; 
г) y = 
[image: image108.wmf]1

|

|

1

|

|

+

-

x

x

;
ж) y = 
[image: image109.wmf]|

2

|

4

2

+

-

x

x

.
Решение. а) Так как 
[image: image110.wmf]1

1
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x

x

 = 
[image: image111.wmf]1

2

1

+

-

+

x

x

 = 
[image: image112.wmf]1

2

+

-

x

 + 1, то искомый график получим параллельным переносом гиперболы y = 
[image: image113.wmf]x

2

-

 на 1 единицу влево и на 1 единицу вверх (рис. 34, а).
[image: image195.png]


б) Часть графика функции y = 
[image: image114.wmf]1

1

+

-

x

x

, для точек которого y 
[image: image115.wmf]³

 0, оставим без изменения. Часть графика этой функции, для точек которого y < 0, симметрично отразим относительно оси Ox. Получим график функции y = 
[image: image116.wmf]1

1

+

-

x

x

 (рис. 34, б).
Рис. 34
в) Часть графика функции y = 
[image: image117.wmf]1

1

+

-

x

x

, для точек которого x 
[image: image118.wmf]³

 0, оставим без изменения. Отразим эту часть графика относительно оси Oy. Получим график функции y = 
[image: image119.wmf]1

|

|

1

|

|

+
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x

x

 (рис. 35, а).
г) Часть графика функции y = 
[image: image120.wmf]1
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x

x

, для точек которого y 
[image: image121.wmf]³

 0, оставим без изменения. Ту часть графика этой функции, для точек которого y < 0, симметрично отразим относительно оси Ox. Получим график функции y = 
[image: image122.wmf]1

|

|

1

|

|

+

-

x

x

 (рис. 35, б).

ж) Так как область определения функции есть все x 
[image: image123.wmf]¹

 –2, то рассмотрим два случая: x > –2 и x < –2.

1) Если x > –2, то 
[image: image124.wmf]2
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 = x + 2. 

2) Если x < –2, то 
[image: image125.wmf])
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x

 = –(x + 2). 
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График функции y = 
[image: image126.wmf]|

2

|

4

2

+

-

x

x

 есть график функции y = |x + 2| с областью определения (–
[image: image127.wmf]¥

; –2)
[image: image128.wmf]È

(–2; +
[image: image129.wmf]¥

) (рис. 35, в).
Рис. 35
Дополнительные задания
1. Постройте график функции: 

а) y = 
[image: image130.wmf]1

|

1

|

2

-

+

x

x

; 
б) у = |{х} – 
[image: image131.wmf]2

1

|.
Решение. а) Для раскрытия модуля рассмотрим два случая: x > –1 и x < –1.

[image: image197.png]


1) Если x > –1, то 
[image: image132.wmf]1
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x

x

=
[image: image133.wmf])

1

)(

1
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x

x

x

= 
[image: image134.wmf]1

1

-

x

, поэтому график функции на этом промежутке есть часть гиперболы у = 
[image: image135.wmf]1

1

-

x

. 

2) Если x < –1, то 


[image: image136.wmf]1
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x

x

 = 
[image: image137.wmf])
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x
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x

 = 
[image: image138.wmf]1

1

-

-

x

, поэтому график функции на этом проме​жутке есть часть гиперболы у = 
[image: image139.wmf]1

1

-

-

x

. 

График функции y = 
[image: image140.wmf]1

|

1

|

2

-

+

x

x

 изобра​жён на рисунке 36.
Рис. 36
[image: image198.png]


б) Построим последовательно графики функций: у = {х} (рис. 37, а); перенесём его на 
[image: image141.wmf]2

1

 единицы вниз, получим график функции у = {х} – 
[image: image142.wmf]2

1

 (рис. 37, б); теперь отразим отрицательную часть графика функции у = {х} – 
[image: image143.wmf]2

1

 относительно оси Ox, получим график функции у = |{х} – 
[image: image144.wmf]2

1

| (рис. 37, в).

Рис. 37
3. Придумайте функции, содержащие модули, и постройте их графики.

4. (ЕГЭ, 2010, С5) Найти все значения а, такие, что уравнение



[image: image145.wmf]a

x

x
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+

2

1

3


(1)

имеет единственное решение.

[image: image199.png]


Решение. Сначала построим в системе координат xOy графики функций 
[image: image146.wmf]1

3

-

+

=

x

y

 и 
[image: image147.wmf]x

y

2

=

 (рис. 38). Ясно, что эти графики имеют две общие точки. Следовательно, уравнение 
[image: image148.wmf]x

x

2

1

3

=

-

+

 имеет два решения. Если график 
[image: image149.wmf]x

y

2

=

 передвигать вправо, оставляя вершину угла на оси Ох в точке 
[image: image150.wmf](

)

0

;

b

, то новый график будет иметь две общие точки с графиком 
[image: image151.wmf]1

3

-

+

=

x

y

. Следовательно, уравнение 



[image: image152.wmf]b

x

x
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=

-

+

2

1

3


(2)

будет иметь два решения.
Рис. 38
Если график 
[image: image153.wmf]x

y

2

=

 передвигать влево, оставляя вершину угла на оси Ох в точке 
[image: image154.wmf](

)

0

;

b

, то новый график также будет иметь две общие точки с графиком 
[image: image155.wmf]1

3

-

+

=

x

y

 до тех пор, пока вершина не попадёт в точку (–2; 0). Если вершина угла попадёт в точку 
(–2; 0), то уравнение (7), где 
[image: image156.wmf]2

-

=

b

 имеет единственное решение.

Рассуждая аналогично, получим, что, если вершина угла будет в точке 
[image: image157.wmf](

)

0

;

b

, где 
[image: image158.wmf]2

4

-

<

<

-

b

, то уравнение (7) не будет иметь решений, если в точке 
[image: image159.wmf](

)

0

;

b

, где 
[image: image160.wmf]4

-

=

b

, то единственное решение, если в точке 
[image: image161.wmf](

)

0

;

b

, где 
[image: image162.wmf]4

-

<

b

, то два решения.

Следовательно, уравнение (7) имеет единственное решение, если или 
[image: image163.wmf]2

-

=

b

, или 
[image: image164.wmf]4

-

=

b

.

Переписав уравнение (6) в виде 
[image: image165.wmf]2

2

1

3

a

x

x

-

=

-

+

, получаем, что это уравнение имеет единственное решение, если или 
[image: image166.wmf]2

2

-

=

a

, или 
[image: image167.wmf]4

2

-

=

a

, т. е. если или 
[image: image168.wmf]4

-

=

a

, или 
[image: image169.wmf]8

-

=

a

.

Ответ. 
[image: image170.wmf]4

-

=

a

, 
[image: image171.wmf]8

-

=

a

.

Замечание. Отметим, что при решении задания 4 было использовано, что график функции 
[image: image172.wmf]x

y

=

 — есть угол, равный 90о, а график функции 
[image: image173.wmf]x

y

2

=

 — есть угол, меньший 90о.

Промежуточный контроль. С–19*, С–20*.
2. Уравнение прямой, уравнение окружности
В данном пункте доказано, что графиком функции y = 2x является прямая, что уравнение ax + by + c = 0, где a и b не равны нулю одновременно, задают на координатной плоскости xOy некоторую прямую. Здесь же доказано, что уравнение окружности с центром A (a; b) и радиусом R имеет вид 

(x – a) 2 + (y – b)2 = R2.

Задание для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задание 763, 764.

Решения и комментарии 

487. а) Напишите уравнение прямой, все точки которой одинаково удалены от точек A (2; 3) и B (4; 5).
Решение. Пусть M (x; y) — произвольная точка прямой. Так как все точки прямой одинаково удалены от точек A и B, то верно равенство: MA2 = MB2, которое перепишем в виде:
(x – 2)2 + (y – 3)2 = (x – 4)2 + (y – 5)2.
Раскрыв скобки и перенеся все члены уравнения в его левую часть, получим уравнение 4x + 4y – 28 = 0, или x + y – 7 = 0.

Верно и обратное утверждение: если точка (x; y) принадлежит прямой
 x + y – 7 = 0, то MA2 = MB2. Действительно, 
MA2 = (x – 2) 2 + (y – 3)2 = (x – 2)2 + (4 – x)2, 
MB2 = (x – 4) 2 + (y – 5)2 = (x – 4)2 + (2 – x)2.

Итак, искомое уравнение прямой имеет вид x + y – 7 = 0.

Дополнительное задание
1. Постройте график функции:

а) y = 
[image: image174.wmf]2

4

x

-

;
б) y = 
[image: image175.wmf]x

x

2

3

2
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;

в) y = 
[image: image176.wmf]2

4

x

-

 + 1;
г) y = 
[image: image177.wmf]x

x

2

3

2

-

-

 – 1;

д) y = 
[image: image178.wmf]2

9

x

-

;
е) y = –
[image: image179.wmf]2

9

x

-

.

Решение. а) Пусть M (x; y) — произвольная точка искомого графика, тогда числа x и y удовлетворяют неравенству y 
[image: image180.wmf]³

 0 и равенству y = 
[image: image181.wmf]2

4

x

-

. Но тогда они удовлетворяют равенству: y2 = 4 – x2, которое перепишем в виде: x2 + y2 = 4. Итак, координаты точки M, удовлетворяют уравнению окружности с центром O (0; 0) и радиусом 2, следовательно, точка M принадлежит этой окружности. Но так как y 
[image: image182.wmf]³

 0, то точка M принадлежит верхней полуокружности с центром 
O (0; 0) и радиусом 2.

Верно и обратное утверждение: если точка (x; y) принадлежит верхней полу​окружности с центром O (0; 0) и радиусом 2, то она удовлетворяет равенству 
y = 
[image: image183.wmf]2

4

x

-

. 

Действительно, любая точка верхней полуокружности (x; y) удовлетворяет уравнению x2 + y2 = 4 и неравенству y 
[image: image184.wmf]³

 0, тогда она удовлетворяет и равенству 
y = 
[image: image185.wmf]2

4

x

-

.  
Итак, график функции y = 
[image: image186.wmf]2

4

x

-

 есть верхняя полуокружности с центром O (0; 0) и радиусом 2 (рис. 39, а).
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б) Так как 
[image: image187.wmf]x
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 = 
[image: image188.wmf]2
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1
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x

, то искомый график получим при помощи параллельного переноса графика функции y = 
[image: image189.wmf]2

4

x

-

 на 1 единицу влево (рис. 39, б).
Рис. 39
3. Исторические сведения

В данном пункте рассказано о том, что некоторые свойства параболы были установлены ещё Архимедом, о вкладе Г. Галилея в изучение равноускоренного движения тел под действием силы тяжести, о применении квадратичной функции к решению задачи о движении тел под действием силы тяжести.
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