§ 3. Квадратные корни
Основная цель третьего параграфа ― ввести понятие квадратного корня из неотрицательного числа, изучить свойства квадратных корней, которые будут широко использоваться при дальнейшем изучении математики и смежных предметов.

3.1. Понятие квадратного корня 

В данном пункте доказано, что квадрат любого действительного числа — число неотрицательное, из чего следует, что нет такого действительного числа, квадрат которого — отрицательное число. Далее с опорой на непрерывность параболы y = x2 доказано существование единственного корня из числа 0 и двух корней из положительного числа, отличающихся только знаками.

Тот факт, что у каждого положительного числа имеется два корня — положительный и отрицательный, позволяет решать уравнения вида x2 = a, где a — квадрат натурального числа. Однако до введения знака арифметического квадратного корня мы не можем пока записать два корня уравнения x2 = 3, существование которых не вызывает сомнения, но ещё не ясно, как их обозначать. Необходимость научиться их записывать является дополнительным «внутриматематическим» стимулом к изучению материала следующих пунктов учебника.
Решения и комментарии 

117. Найдите квадратные корни из числа: а) 10 000; д) 
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Докажите правильность решения.

Решение. а) Существует два квадратных корня из числа 10 000. Это числа 100 и –100, так как 1002 = 10 000, (–100)2 = 10 000.
д) Существует два квадратных корня из числа 
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. Это числа 
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Дополнительное задание
1. Решите уравнение:

а) х2 = 4;
б) х2 = 9;
в) х2 = 16;

г) х2 = 25;
д) х2 = 36;
е) х2 = 49;

ж) х2 = 
[image: image9.wmf]25
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;
з) х2 = 
[image: image10.wmf]64
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;
и) х2 = 0,81.
Решение. Для каждого из уравнений нетрудно подобрать пару противопо​ложных чисел, квадраты которых равны числу, стоящему в правой части уравнения. Решение уравнения можно записать так:
Ответ. а) 2; –2; б) 3; –3; в) 4; –4; г) 5; –5; д) 6; –6; е) 7; –7; ж) 
[image: image11.wmf]5
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; –
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; з) 
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; –
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; и) 0,9; –0,9.

3.2. Арифметический квадратный корень 

В данном пункте вводится понятие арифметического квадратного корня из данного неотрицательного числа b. Это неотрицательное число, квадрат которого равен b. 
Заметим, что такое определение избыточно, так как неотрицательность числа b следует из утверждения «квадрат любого действительного числа — число неотрицательное» (п. 3.1). Далее вводится обозначение 
[image: image15.wmf]b

 для арифметического квадратного корня из числа b.
Надо обратить внимание учащихся на то, что символ 
[image: image16.wmf]b

 используется только для обозначения неотрицательного квадратного корня из неотрицательного числа b, его и называют арифметическим квадратным корнем из числа b. В дальнейшем при употреблении этого обозначения слово «арифметический» имеют в виду, но часто для краткости опускают.
Задание для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задание 696. 

Решения и комментарии

131. Решите уравнение:

г) 
[image: image17.wmf]1
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 = 2;
д) 
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е) 
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Решение.
г) Число 
[image: image20.wmf]1
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 равно 2, следовательно, 5x – 1 = 22, откуда получим, что уравнение имеет единственный корень x = 1.

д) Число 
[image: image21.wmf]1
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 равно 0, следовательно, 5x – 1 = 02, откуда получим, что уравнение имеет единственный корень x = 0,2.
е) Неотрицательное число 
[image: image22.wmf]3
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 не может быть равным –1. Уравнение не имеет корней. 

Дополнительное задание
1. Решите уравнение:

а) х2 = 2;
б) х2 = 3;
в) х2 = 5;

г) х2 = 6;
д) х2 = 37;
е) х2 = 45;

ж) х2 = 
[image: image23.wmf]7
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;
з) х2 = 
[image: image24.wmf]5
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;
и) х2 = 0,9.

Решение. Для каждого из уравнений нетрудно подобрать пару противопо​ложных чисел, квадраты которых равны числу, стоящему в правой части уравнения.

Ответ. а) 
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; б) 
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3.3. Свойства арифметических квадратных корней 

В данном пункте сформулирована и доказана теорема, касающаяся трёх свойств арифметических квадратных корней.

ТЕОРЕМА. Пусть a и b — любые неотрицательные числа, c — положительное число, тогда справедливы равенства
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Для любого действительного числа верно равенство
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Далее приведены примеры применения этих свойств для преобразования числовых и буквенных выражений, из которых особо надо выделить вынесение множителя из-под знака корня, внесение множителя под знак корня и освобождение дроби от иррациональности в знаменателе. Желательно, чтобы все учащиеся знали свойства корней и умели их применять для преобразования числовых и буквенных выражений.

Задания для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задания 609–613, 710–712. 

Решения и комментарии

153. Вычислите:
е) 
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ж) 
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Решение. е) 
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ж) 
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 = |a2| = a2, так как a2 
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з) 
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 = |m3|, здесь нельзя опустить знак модуля, так как m может быть отрицательно.

154. Упростите выражение:
а) 
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Решение. а) 
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158. Вынесите множитель из-под знака корня:
б) 
[image: image64.wmf]3
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г) 
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p

;
ж) 
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Решение. б) 
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161. Внесите множитель под знак корня:

б) –3
[image: image76.wmf]2

;
ж) 2x
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Решение. б) –3
[image: image79.wmf]2

 = –1·3·
[image: image80.wmf]2

 = –1·
[image: image81.wmf]2

3

·
[image: image82.wmf]2

 = –1·
[image: image83.wmf]2

9

×

 = –
[image: image84.wmf]18

.
ж) 2x
[image: image85.wmf]6

 = –1·(–2x)·
[image: image86.wmf]6

 = –1·
[image: image87.wmf]2

)

2

(

x

-

·
[image: image88.wmf]6

 = –1·
[image: image89.wmf]6

4

2

×

x

 = –
[image: image90.wmf]2

24

x

. Здесь под знак корня внесли неотрицательное число –2x, т. к. x ≤ 0.
175. а) Освободитесь от иррациональности в знаменателе: 
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Решение. а) 
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176. а) Вычислите: 
[image: image94.wmf]7
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Решение. а) 
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177. а) Найдите значение выражения 4x + 
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Решение. а) Так как x = 2,5, то 
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710. а) Найдите значение выражения x – 
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 при x = 10,1.

Решение. I способ. Вместо x подставим в данное выражение число 10,1:

x – 
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II способ. Сначала упростим данное выражение, учитывая, что x – 10 = 0,1 > 0:

x – 
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711. а) Найдите значение выражения 
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Решение. I способ. Вместо x подставим в данное выражение число 5:
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II способ. Упростим данное выражение, приведя дроби к общему знаменателю:
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Так как числитель и знаменатель полученной дроби равны и при x = 5 не обращается в нуль, то дробь равна 1.
III способ. Сначала упростим данное выражение, разложив на множители числители дробей:
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712. в) Найдите значение выражения |
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Решение. Выполнить вычисления при каждом x > 3,3 практически невозможно. Упростим данное выражение, учитывая, что при каждом x > 3,3 
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Дополнительные задания

1.* а) Докажите, что значение числового выражения 
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 является рациональным числом.

Доказательство. 
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[image: image1.wmf]4
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2.* Дан отрезок единичной длины. С помощью циркуля и линейки постройте отрезок, длина которого равна:

а) 
[image: image135.wmf]2

;
б) 
[image: image136.wmf]3

; 
в) 
[image: image137.wmf]5

.

Решение. Сначала построим равнобед​ренный прямоугольный треугольник ABC с катетом 1 (рис. 12). По теореме Пифагора его гипотенуза AC равна 
[image: image138.wmf]2

.
Затем построим прямоугольный треуголь​ник ACD с катетами AC = 
[image: image139.wmf]2

 и CD = 1. По теореме Пифагора его гипотенуза AD равна 
[image: image140.wmf]3

. Продолжая процесс построения прямо​угольных прямоугольников, как показано на рисунке 12, получим отрезки AE = 2, EF = 
[image: image141.wmf]5

.
Рис. 12
Промежуточный контроль. С–3, С–4. 

3.4.* Квадратный корень из натурального числа 
При изучении данного пункта в обычном классе можно доказать иррацио​нальность числа 
[image: image142.wmf]3

, но требовать от учащихся этого доказательства не следует. 
В классе с углублённым изучением математики это доказательство обязательно для воспроизведения учащимися, так как это первый пример доказательства иррациональности числа. Учащиеся должны уметь проводить это доказательство, а также аналогичные доказательства (задание 136). 
В сильном классе и в классе с углублённым изучением математики можно привести доказательство следующей теоремы.

ТЕОРЕМА. Если натуральное число n не является квадратом некоторого натурального числа, то 
[image: image143.wmf]n

 — иррациональное число.
Доказательство. Предположим противное, что 
[image: image144.wmf]n

 — число рациональное, то есть существуют натуральные числа p и q такие, что 
[image: image145.wmf]n

 = 
[image: image146.wmf]q

p

, причём будем считать, что p и q не имеют общих делителей, отличных от 1. Тогда справедливо равенство


n = 
[image: image147.wmf]2
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q

p

. 
(1)
Если предположить, что q = 1, то n = p2 — квадрат натурального числа, а это противоречит условию теоремы. Значит, q 
[image: image148.wmf]¹

 1. 

Если предположить, что p = 1, то n = 
[image: image149.wmf]2

1

q

, т. е. натуральное число равно дроби, что невозможно. Значит, p 
[image: image150.wmf]¹

 1. 
Следовательно, в равенстве (1) p > 1 и q > 1. Тогда, на основании основной теоремы арифметики, натуральное число p разлагается на простые множители единственным образом, т. е. p = 
[image: image151.wmf]m
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 — разные простые числа, 
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 — натурального числа.

По той же теореме q = 
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 — разные простые числа, 
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 — натурального числа. 

Так как p и q не имеют общих делителей, отличных от 1, то среди чисел 
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 нет ни одного из чисел 
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Тогда p2 = 
[image: image159.wmf]m

m

p

p

a

a

2

2

1

...

1

×

×

, q2 = 
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 — на основании основной теоремы арифметики эти разложения единственны и дробь 
[image: image161.wmf]2
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 несократима. Получилось, что натуральное число n равно несократимой дроби 
[image: image162.wmf]2
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, следовательно, предположение неверно, что и доказывает теорему.
Задания для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задания 603, 605, 606, 700. 

Решения и комментарии

135. Докажите, что не существует рационального числа, квадрат которого равен:

а) 5;
в) 
[image: image163.wmf]3

1

.
Решение. 
а) В обычном классе можно сослаться на утверждение теоремы, в классе с углублённым изучением математики можно повторить рассуждения, приведённые в учебнике при доказательстве иррациональности числа 
[image: image164.wmf]3

, но применительно к числу 
[image: image165.wmf]5

.
в) Предположим, что существует несократимая дробь 
[image: image166.wmf]q
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 такая, что p и q — натурального числа и 
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. Тогда 
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 = 3, т. е. существует рациональное число 
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 равное 
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, что противоречит тому, что число 
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 иррациональное. Следовательно, не существует рационального числа, квадрат которого равен 
[image: image173.wmf]3
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, что и требовалось доказать.
138. Докажите, что значение данного выражения — число рациональное:

а) 
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Решение. Сначала заметим, что здесь и далее применяются формулы сокра​щённого умножения 
[image: image176.wmf](
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 = a2 – b2 и др., доказанные в 7 классе для любых чисел a и b, … Теперь некоторые из этих чисел мы научились записывать с помощью арифметического квадратного корня, и можем применять к ним доказанные ранее формулы сокращённого умножения.
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д) 
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 + 1 + 2 – 
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 + 1 = 6 — число рациональное.
700. Докажите или опровергните утверждение, что для любых положительных a и b (a > b) верно равенство:

а) 
[image: image183.wmf](
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в) 
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Решение. Чтобы убедиться, что оба равенства неверны для любых положи​тельных a и b (a > b), достаточно привести один пример. Возьмём a = 4, b = 1:
а) 
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в) 
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3.5.* Приближённое вычисление квадратных корней 

Данный пункт предназначен для классов с углублённым изучением мате​матики. Если а и b положительные числа и а2 > b2, то, по свойству 7 (п. 1.1), а > b. По этому же свойству из неравенств 1 < 2 < 4 следует, что истинны неравенства 

[image: image187.wmf]1

 < 
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 < 
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, или 1 < 
[image: image190.wmf]2

 < 2.
Аналогично из неравенств 1,42 < 2 < 1,52 следует, что 1,4 < 
[image: image191.wmf]2

 < 1,5, из неравенств 1,412 < 2 < 1,422 следует, что 1,41 < 
[image: image192.wmf]2

 < 1,42 и т. д.
Учащиеся должны сделать для себя вывод, что для любого иррационального числа, записанного с помощью знака корня, на координатной оси можно указать отрезки длины 1, 0,1, 0,01, …, каждому из которых принадлежит это иррациональное число. Это означает, что для любого арифметического квадратного корня из натурального числа можно указать приближение с недостатком с любым количеством цифр после запятой, но для большого количества десятичных знаков приближения этого корня требуются громоздкие вычисления. Здесь важно показать, что для практических нужд бывает достаточно нескольких десятичных знаков, которые можно получить с помощью таблиц или калькулятора. 
Задания для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задания 607, 608. 

Решения и комментарии

147. Какое из чисел:

в) 3,31 или 3,32; 
г) 3,316 или 3, 317 

является более точным приближением 
[image: image193.wmf]11

.
Решение. в) Найдя приближение числа 
[image: image194.wmf]11

 с недостатком до третьего знака после запятой: 
[image: image195.wmf]11

 
[image: image196.wmf]»

 3,316, получим, что 3,32 является более точным приближением числа 
[image: image197.wmf]11

.

г) Найдя приближение числа 
[image: image198.wmf]11

 с недостатком до четвёртого знака после запятой: 
[image: image199.wmf]11
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 3,3166, получим, что 3,317 является более точным приближением числа 
[image: image201.wmf]11

.
Промежуточный контроль. Т–3, К–2. 

Дополнения к главе 1
1. Множества 

В данном пункте вводятся понятия: множество, элемент множества, подмножество, бесконечное множество, объединение (сумма), пересечение и разность множеств, приведены соответствующие обозначения множеств. Далее рассказано о взаимно-однозначном соответствии между элементами множеств, о свойстве числового множества быть замкнутым относительно данной операции. Сформулирован принцип Дирихле и дано определение прямого произведения двух множеств.
Решения и комментарии

181. Докажите, что:

а) множества N и Z имеют одинаковую мощность;

б) множества точек двух любых отрезков имеют одинаковую мощность;

в) множества (0; 1) и R имеют одинаковую мощность.

Решение. а) Выпишем целые и натуральные числа и установим соответствие между ними стрелками:


Z :
0, –1, 1, –2, 2, –3, 3, …




↕   ↕   ↕   ↕   ↕   ↕   ↕ 

N :
1,  2,  3,  4,  5,  6,  7, …

Между элементами множеств Z и N установлено взаимно-однозначное соответствие, следовательно, множества Z и N имеют одинаковую мощность.

б) Если длины отрезков различны, то изобразим два отрезка, равных данным, друг под другом и установим между их точками взаимно-однозначное соответствие как на рисунке 13, а. Множества точек этих и, следовательно, данных отрезков имеют одинаковую мощность.

Если отрезки равны, то равные им отрезки можно совместить. При этом каждой точке одного отрезка поставим в соответствие совпавшую с ней точку другого отрезка. Очевидно, что и в этом случае множества точек данных отрезков имеют одинаковую мощность.

[image: image369.png]B ! ¢
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в) На рисунке 13, б показано как установить взаимно-однозначное соответствие между точками единичного интервала и прямой. Множества точек единичного интервала и прямой, следовательно, и числовые множества (0; 1) и R имеют одинаковую мощность.

Рис. 13
182. а) Является ли замкнутым относительно операции сложения, вычитания, умножения, деления множество чётных натуральных чисел?
Решение. Множество чётных натуральных чисел является замкнутым относительно операций сложения и умножения, так как сумма и произведение двух чётных натуральных чисел является чётным натуральное числом.

Множество чётных натуральных чисел не является замкнутым относительно операций вычитания и деления, так как результаты операций 4 – 6 = –2, 6 : 2 = 3, 
6 : 4 = 
[image: image202.wmf]2

3

 не принадлежат множеству чётных натуральных чисел.

2. Исторические сведения 

В данном пункте рассказано о вкладе Н.И. Лобачевского и П. Дирихле в развитие учения о функциях и Р. Декарта — в развитие методов аналитической геометрии. Здесь же рассказано о способах вычисления квадратных корней, известных по глиняным табличкам Древнего Вавилона и учебнику арифметики Л.Ф. Магницкого.
Глава 2. Квадратные и рациональные уравнения 

Вторая глава начинается изучением квадратного трёхчлена, затем рассмотрены способы решения квадратных уравнений, применение квадратных уравнений к решению задач. Здесь же изучаются способы решения рациональных уравнений и применение рациональных уравнений к решению задач.
Цель изучения главы 2: научиться решать квадратные и рациональные уравнения и применять их к решению текстовых задач.
§ 4. Квадратные уравнения 
Основная цель изучения четвёртого параграфа ― научиться решать квадратные уравнения и применять их к решению текстовых задач.
4.1. Квадратный трёхчлен
В данном пункте вводятся понятия квадратного трёхчлена и дискриминанта квадратного трёхчлена. Это многочлен ax2 + bx + c, где a, b, c — данные числа, 
a 
[image: image203.wmf]¹

 0, и число D = b2 – 4ac соответственно. Обратим внимание на то, что позднее число D будем называть ещё и дискриминантом квадратного уравнения, и дискриминантом квадратного неравенства (неравенства второй степени).

Важную роль в построении теории квадратных уравнений играют теоремы 1-4, доказанные в данном пункте учебника. При их доказательстве используется материал, изученный в 7 классе: понятие тождества, разложение многочлена на множители, выделение полного квадрата, формулы сокращенного умножения многочленов. При необходимости эти вопросы можно повторить до объяснения нового материала.
В данном пункте закладывается основа для изучения материала четвёртого параграфа, поэтому чем твёрже будут основы, тем успешнее учащиеся будут усваивать следующий материал.

Задания для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задания 784, 790. 

Решения и комментарии

192. а) Разложите на линейные множители квадратный трёхчлен 2x2 – 5x + 3.
Указание. Воспользуйтесь равенством ax2 + bx + c = a(x – x1)(x – x2), где 
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Решение. Сначала вычислим дискриминант D = b2 – 4ac = (–5) – 4(2(3 = 1 > 0, квадратный трёхчлен имеет корни 
[image: image206.wmf]2
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 = 1 и его можно разложить на множители: 2x2 – 5x + 3 = 2(x – 
[image: image208.wmf]2
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)(x – 1).
194. Докажите, что при любых значениях х отличны от нуля значения квадратного трехчлена:

а) х2 + х + 3;
б) –х2 + 4х – 5;
в) х2 + 2х + 2.
Решение. а) х2 + х + 3 = х2 + 2(х(
[image: image209.wmf]2
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 + 
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 + 3 – 
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 = (х + 
[image: image212.wmf]2
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)2 + 2,75 > 0 при любом значении x.

б) –х2 + 4х – 5 = –(х2 – 4х + 5) = –(х2 + 4х + 4 + 1) = –((х + 2)2 + 1) < 0 при любом значении x.

в) х2 + 2х + 2 = х2 + 2х + 1 + 1 = (х + 1)2 + 1 > 0 при любом значении x.

195. Докажите, что найдется такое значение х, при котором значение квадратного трехчлена х2 – 7х + 6:
а) положительно;
б) отрицательно;
в) равно нулю.
Решение. а) при x = 0 значение квадратного трехчлена х2 – 7х + 6 равно 6 — положительно;

б) при x = 2 значение квадратного трехчлена х2 – 7х + 6 равно –4 — отрицательно;

в) при x = 1 значение квадратного трехчлена х2 – 7х + 6 равно нулю.
790. а) Найдите квадратный трёхчлен, значение которого при x = 0 равно 3, при x = 1 равно 0, при x = 2 равно 1.
Решение. Рассмотрим квадратный трёхчлен f (x) = ax2 + bx + c. По условию задачи 

f (0) = a(02 + b(0 + c = c = 3, 

f (1) = a(12 + b(1 + c = a + b + c = 0, 

f (2) = a(22 + b(2 + c = 4a + 2b + c = 1. 
Так как c = 3, то из двух последних условий получим два уравнения первой степени с двумя неизвестными a и b: a + b = –3, 4a + 2b = –2. Решив систему из этих двух уравнений, получим a = 2, b = –5. 

Итак, искомый квадратный трёхчлен есть 2х2 – 5х + 3.
Промежуточный контроль. С–5. 

4.2. Понятие квадратного уравнения
В данном пункте вводятся понятия квадратного уравнения (уравнения второй степени), дискриминанта квадратного уравнения, напоминается, что такое корень уравнения и что значит решить уравнение, какие уравнения называют равносильными, какие равносильные преобразования известны с 7 класса.

Задание для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задание 783. 

Решения и комментарии

202. Проверьте, является ли хотя бы одно из чисел 1 или –1 корнем уравнения:

а) х2 + х = 0;
е) х2 – 1 = 0.
Решение. а) При x = 1 имеем: 12 + 1 
[image: image213.wmf]¹

 0, при x = –1 имеем: (–1)2 – 1 = 0, значит, только –1 является корнем квадратного уравнения х2 + х = 0.

б) При x = 1 имеем: 12 – 1 = 0, при x = –1 имеем: (–1)2 – 1 = 0, значит, и 1, и –1 являются корнями квадратного уравнения х2 – 1 = 0.

783. а) Является ли корнем уравнения х2 – 4х + 2 = 0 число –2 – 
[image: image214.wmf]2

?
Решение. а) При x = –2 – 
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 имеем: (–2 – 
[image: image216.wmf]2

)2 – 4(–2 – 
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) + 2 = 

= 4 + 4
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 + 2 + 8 +4
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 + 2 
[image: image220.wmf]¹

 0, значит, это число не корень уравнения.
Замечание. Приведённое решение не самое изящное, но учащиеся об этом ещё не догадываются, у них нет другого способа решения. После изучения теоремы Виета можно вернуться к этому заданию и решить его иначе.

4.3. Неполное квадратное уравнение
В данном пункте вводится понятие неполного квадратного уравнения, как квадратного уравнения ax2 + bx + c = 0, в котором или b = 0, или c = 0, или b = c = 0, разобраны характерные примеры решения таких уравнений. Главный вывод, который для себя должны сделать учащиеся: любое неполное квадратное уравнение имеет либо два корня, либо один, либо вообще не имеет корней, а начинать поиск его корней надо с попытки разложения его левой части на множители.
Задания для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задания 779–781. 

Решения и комментарии

Решите уравнение (216–217):

216. а) (х – 1)2 + (х + 1)2 = 0;
в) (3х – 8)2 – (4х – 6)2 +(5х – 2)(х + 2) = 24.

Решение. а) (х – 1)2 + (х + 1)2 = 0,


х2 – 2х + 1 + х2 + 2х + 1 = 0,


2х2 + 2 = 0.

Так как левая часть уравнения положительна при любых значениях x, а правая — нуль, то уравнение не имеет корней.

в) (3х – 8)2 – (4х – 6)2 + (5х – 2)(х + 2) = 24,


9х2 – 48х + 64 – (16х2 – 48х + 36) + 5х2 – 2х + 10х – 4 = 24,


9х2 – 48х + 64 – 16х2 + 48х – 36 + 5х2 – 2х + 10х – 4 – 24 = 0,


–2х2 + 8х = 0,


–2х(х – 4) = 0,


х = 0 или х = 4.
Уравнение имеет два корня 0 и 4.
217. а) Решите уравнение m2х2 – n2 = 0 относительно x, считая m и n данными числами.

Решение. Если m = 0 и n = 0, то корнем уравнения является любое число.

Если m = 0 и n 
[image: image221.wmf]¹

 0, то уравнение не имеет корней.

Если m 
[image: image222.wmf]¹

 0, то разложив левую часть уравнения на множители, перепишем его в виде m2(х – 
[image: image223.wmf]m
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)(х + 
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) = 0.
Это уравнение имеет два корня: x1 = 
[image: image225.wmf]m

n

, x2 = –
[image: image226.wmf]m

n

, которые будут различными, если n 
[image: image227.wmf]¹

 0, и будут совпадать, если n = 0.
Дополнительное задание

1. Найдите все значения a, при каждом из которых уравнение:

а) ax2 – (a + 1)x = 0;
б) ax2 + (a – 1)x = 0
имеет единственный корень.

Решение. а) При a = 0 данное уравнение имеет вид –x = 0 и имеет единственный корень.

Пусть a 
[image: image228.wmf]¹

 0. Перепишем уравнение в виде (ax – a – 1)x = 0;
При любом a это уравнение имеет корень x = 0. Чтобы данное уравнение имело единственный корень, уравнение ax – a – 1 = 0 должно иметь тот же корень x = 0. Это возможно лишь при a = –1.

Ответ. а) a = 0, a = –1; б) a = 0, a = 1. 
4.4. Решение квадратного уравнения общего вида
В данном пункте со ссылкой на теоремы из п. 4.1 рассмотрены способы решения квадратного уравнения общего вида (ax2 + bx + c = 0) для трёх случаев: 
D > 0, D = 0, D < 0 и приведены характерные примеры решения уравнений для каждого из этих случаев.

Учащиеся должны запомнить формулы корней квадратного уравнения 
[image: image229.wmf]a
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, где D = b2 – 4ac, D 
[image: image230.wmf]³

 0. Эти формулы на самом деле им уже известны из п. 4.1.
Решения и комментарии

231. Докажите, что корни уравнения ax2 + bx + c = 0 (a 
[image: image231.wmf]¹

 0) при D 
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 0 можно вычислить по формуле 
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Решите по этой формуле уравнение: 

а) x2 – 8x + 7 = 0;
д) 8x2 – 10x + 3 = 0.
Решение. Так как D 
[image: image236.wmf]³

 0, то корни уравнения вычисляются по формуле: 
[image: image237.wmf]a
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. Разделив числитель и знаменатель дроби на 2 и применив свойство арифметического квадратного корня, получим: 
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а) x2 – 8x + 7 = 0;
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x1 = 1, x2 = 7.
д) 8x2 – 10x + 3 = 0.
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Замечание. Доказанная формула удобна для решения уравнений с целыми a и c и чётным целым коэффициентом b = 2n (n 
[image: image258.wmf]Î

 Z), так как в этом случае 
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232. Найти все значения m, при каждом из которых уравнение имеет два совпавших корня:

а) x2 + mx + 3 = 0.

Решение. Уравнение имеет два совпавших корня (или один корень), если 
D = b2 – 4ac = m2 – 4(1(3 = m2 – 12 = 0.

Решив уравнение m2 – 12 = 0, получим два значения m, удовлетворяющие условию задачи: m1 = 
[image: image262.wmf]3
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, m2 = –
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233. а) Решите уравнение ax2 – 2x + 1 = 0, если число a таково, что a 
[image: image264.wmf]£

 1 и a 
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 0.
Решение. Вычислим 
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 1 и a 
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 0, то 
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Если a = 1 и a 
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 0, то уравнение имеет один корень: x1 = 
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Если a < 1, то уравнение имеет два корня x1 = 
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234. При каких значениях a уравнение x2 + 2x + a = 0:

а) имеет два различных корня;

б) имеет единственный корень;

в) не имеет корней?

Решение. Выделив полный квадрат, перепишем уравнение в виде: 

(x + 1)2 + a – 1 = 0:
а) Если a < 1, то уравнение имеет два различных корня.

б) Если a = 1, то уравнение имеет единственный корень.

в) Если a > 1, то уравнение не имеет корней.

235. а) Решите уравнение x2 – 3ax + 2a2 = 0 для каждого действительного a.

Решение. Если a = 0, то уравнение имеет вид x2 = 0 и имеет единственный корень: x1 = 0. 

Если a 
[image: image278.wmf]¹

 0, то дискриминант этого квадратного уравнения равен D = b2 – 4ac = 
= a2 > 0 и уравнение имеет два корня: x1,2 = 
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Замечание. Знак модуля в записи корней можно опустить, так как для a > 0 верны равенства: 

x1 = 
[image: image282.wmf]2

3

2

a

+

 = 
[image: image283.wmf]2

|

|

3

a

+

 = 
[image: image284.wmf]2

3

a

+

 и x2 = 
[image: image285.wmf]2

3

2

a

-

 = 
[image: image286.wmf]2

|

|

3

a

-

 = 
[image: image287.wmf]2

3

a

-

,

а для a < 0 верны равенства: 
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Решите уравнение (236–238):

236. а) |x2 – 5x + 2| = 2; 
в) |x2 – 4x + 1| = |x2 – 3x – 10|.

Решение. а) Из определения модуля следует, что |x2 – 5x + 2| = 2, если 

или 1) x2 – 5x + 2 = 2, или 2) x2 – 5x + 2 = –2.
Решив уравнение 1), получим два его корня 0 и 5; решив уравнение 2), получим два его корня: 1 и 4. Следовательно, исходное уравнение имеет четыре корня: 0, 1, 4, 5. 

в) Из определения модуля следует, что |x2 – 4x + 1| = |x2 – 3x – 10|, если 

или 1) x2 – 4x + 1 = x2 – 3x – 10, или 2) x2 – 4x + 1 = –x2 + 3x + 10.

Решив уравнение 1), получим его единственный корень 11; решив уравнение 2), получим два его корня: –1 и 4,5. 
Следовательно, исходное уравнение имеет три корня: –1, 4,5, 11. 

237. а) 
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 = 0. 

Решение. а) 
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 равен 0 лишь в случае x2 – 2x – 3 = 0.
Решив это уравнение, получим два его корня: –1 и 3. 

Следовательно, исходное уравнение имеет два корня: –1, 3. 

238. а) 
[image: image296.wmf]3
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Решение. а) 
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 равен 1, если x2 + 3x – 3 = 1.
Решив это уравнение, получим два его корня –4 и 1.

Следовательно, исходное уравнение имеет два корня: –4, 1. 
4.5. Приведенное квадратное уравнение
В данном пункте вводится понятие приведённого квадратного уравнения — это квадратное уравнение с коэффициентом 1 при x2. Его принято записывать в виде:
x2 + px + q = 0.
Его корни для D 
[image: image298.wmf]³

 0 вычисляются по формуле:
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где D = p2 – 4q.
Если число p чётное, то для D 
[image: image300.wmf]³

 0 часто применяют новую формулу корней приведённого квадратного уравнения:
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Надо показать, что это не новая формула, а другая запись формулы (1).
Задание для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задание 782. 

Решения и комментарии

Решите уравнение (242-243):

242. д) x2 + 16x + 48 = 0.

Решение. Так как коэффициент p = 16 — чётное число, то для нахождения корней удобно применить формулу (2). Так как 
[image: image304.wmf]4

D

 = 
[image: image305.wmf]q

p

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

2

2

 = 82 – 48 = 16, то 
[image: image306.wmf]4

2

2

,

1

D

p

x

±

-

=

 = 
[image: image307.wmf]16

8

±

-

 = 
[image: image308.wmf]4

8

±

-

, x1 = –12, x2 = –4.

Следовательно, исходное уравнение имеет два корня: –12, –4. 
243. ж) x2 + 13x + 22 = 0.
Решение. Так как коэффициент p = 13 — нечётное число, то для нахождения корней применим формулу (1). Так как D = p2 – 4q = 132 – 4(22 = 81, то 
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Cледовательно, исходное уравнение имеет два корня: –11, –2. 
Дополнительное задание
1. Докажите, что если q < 0, то уравнение x2 + px + q = 0 имеет два корня.

Доказательство. Так как q < 0, то D = p2 – 4q > 0, поэтому уравнение имеет два корня.
4.6. Теорема Виета
В данном пункте доказана теорема Виета и обратная ей теорема, которые часто используют при решении задач, приведены характерные примеры задач, решаемых при помощи этих теорем.
Желательно, чтобы все учащиеся знали формулировку теоремы Виета для приведённого квадратного уравнения. Для учащихся из классов с углублённым изучением математики приведена формулировка теоремы Виета для квадратного уравнения общего вида.
Задания для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задания 785, 786. 

Решения и комментарии

251. а) Не решая уравнение x2 – 7x + 12 = 0, определите знаки его корней.

Решение. Так как D = p2 – 4q = 49 – 48 = 1 > 0, то уравнение имеет два различных корня x1 и x2, причём по теореме Виета x1 + x2 = 7, а x1x2 = 12. Произведение двух чисел x1 и x2 положительно, значит, они одного знака. Сумма этих чисел положительна, значит, оба корня положительные.

254. а) Один из корней уравнения x2 + 5x – 14 = 0 равен 2. Найдите второй корень.
Решение. Так как один корень существует: x1 = 2, то существует и второй корень x2 (отличный от первого или совпадающий с ним). По теореме Виета 
x1 + x2 = –5, x1x2 = –14, т. е. 2 + x2 = –5 и2x2 = –14, следовательно, x2 = –7. 

255. Объясните, почему уравнение:

а) 5x2 – 8x – 284 = 0 не может иметь корни одного знака;

б) 17x2 – 7x + 354 = 0 не может иметь корни разных знаков.

Решение. а) Так как 
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 > 0, то уравнение имеет два различных корня x1 и x2 такие, что x1x2 = –
[image: image314.wmf]5
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 < 0, поэтому уравнение не может иметь корни одного знака.
б) Так как D = b2 – 4ac = 
[image: image315.wmf](
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 < 0, то уравнение не имеет корней, тем более оно не может иметь корни разных знаков.

256. а) Известно, что x1 = 3 — корень уравнения 2x2 + 16x + a = 0. Определите второй корень уравнения и число a.

Решение. Так как x1 = 3 — корень уравнения, то по теореме Виета верны равенства: 3 + x2 = –
[image: image316.wmf]2
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, 3x2 = 
[image: image317.wmf]2

a

, где x2 — второй корень уравнения. Из первого равенства получим: x2 = –11, из второго равенства получим: a = –66.

257. Составьте квадратное уравнение, корни которого:
а) равны соответственно сумме и произведению корней уравнения 

3x2 + 2x – 15 = 0;

б) больше корней уравнения 3x2 – 11x + 2 = 0 на единицу; 

в) меньше корней уравнения 2x2 – 13x + 3 = 0 в два раза. 

Решение. а) Так как D = b2 – 4ac = 
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 > 0, то уравнение имеет два различных корня x1 и x2. По теореме Виета x1 + x2 = –
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 = –5. Если новое уравнение x2 + px + q = 0 имеет корни –
[image: image321.wmf]3

2

 и –5, то по теореме Виета 
p = 
[image: image322.wmf]5

3

2

-

-

 = –
[image: image323.wmf]3

17

, q = 
[image: image324.wmf])

5

(

3

2

-

×

-

 = 
[image: image325.wmf]3

10

. Новое уравнение можно записать в виде 
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 = 0 или в виде 3x2 + 17x + 10 = 0.
б) Так как D = b2 – 4ac = 
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 > 0, то уравнение имеет два различных корня x1 и x2. По теореме Виета x1 + x2 = 
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x2 + px + q = 0 имеет корни x1 + 1 и x2 + 1, то по теореме Виета
p = 
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Новое уравнение можно записать в виде 
x2 – 
[image: image333.wmf]3
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 = 0 или в виде 3x2 + 17x + 16 = 0.

в) Так как D = b2 – 4ac = 
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 > 0, то уравнение имеет два различных корня x1 и x2. По теореме Виета x1 + x2 = 
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. Если новое уравнение 
x2 + px + q = 0 имеет корни 
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Новое уравнение можно записать в виде 
x2 – 
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x + 
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 = 0 или в виде 8x2 – 26x + 3 = 0.

258. Числа x1 и x2 — корни уравнения x2 – 2000x + 1999 = 0. Составьте квадратное уравнение, корни которого –x1 и –x2.

Решение. Так как x1 и x2 — корни уравнения x2 – 2000x + 1999 = 0, то по теореме Виета x1 + x2 = 2000, x1x2 = 1999. 

Составим квадратное уравнение x2 + px + q = 0, корни которого –x1 и –x2. теореме Виета p = –(–x1 – x2) = x1 + x2 = 2000, q = (–x1)(–x2) = x1x2 = 1999. 

Искомое квадратное уравнение: x2 + 2000x + 1999 = 0.

Замечание. Если заметить, что x1 = 1 корень данного уравнения и найти 
x2 = 1999, то задачу можно решить проще. 
Надо обратить внимание учащихся, что корнями квадратного уравнения часто бывает число 1 (в случае a + b + c = 0) или число –1 (в случае a – b + c = 0). Если обнаружен корень квадратного уравнения, то второй корень находится с помощью теоремы, обратной теореме Виета.
259. а) Решите устно квадратное уравнение x2 + 2000x – 2001 = 0.

Решение. Число 1 — корень уравнения, так как 12 + 2000(1 – 2001 = 0. По теореме Виета 1 + x2 = 2000, 1(x2 = 1999, следовательно, корни уравнения: x1 = 1, x2 = 1999.

260. Уравнение x2 + 3x – 1 = 0 имеет два корня x1 и x2. Вычислите:
г) x
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 + x
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;
д) x
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 + x
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;
е) (x1 – x2)2.

Решение. Так как в приведенном уравнении q < 0, т. е. D > 0, то оно имеет два различных корня x1 и x2, причём x1 + x2 = –3, x1x2 = –1.
г) x
[image: image348.wmf]2

1

 + x
[image: image349.wmf]2

2

 = x
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 + 2x1x2 + x
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 – 2x1x2 = (x1 + x2)2 – 2x1x2 = (–3)2 – 2((–1) = 11;

д) x
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) = (x1 + x2)((x1 + x2)2 – 3x1x2) =
= (–3)(((–3)2 – 3((–1)) = –36;

е) (x1 – x2)2 = x
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 – 2x1x2 + x
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 = (x1 + x2)2 – 4x1x2 = (–3)2 – 4((–1) = 13.
Дополнительное задание

1. Решите предыдущую задачу для уравнения x2 – 2x – 5 = 0.
Промежуточный контроль. С–6, С–13*. 

4.7. Применение квадратных уравнений к решению задач

В данном пункте приведены два примера применения квадратных уравнений к решению текстовых задач.
Задания для повторения. При изучении данного пункта можно использовать задания 926–927. 

Решения и комментарии
265. а) Одна из цифр двузначного числа на 2 больше другой, а сумма квадратов этого числа и числа, полученного от перестановки его цифр, равна 4034. Найдите это число.

Решение. Пусть x — число десятков, тогда x + 2 — число единиц. Поэтому двузначное число равно 10x + x + 2 = 11x + 2, а число, полученное от перестановки его цифр, равно 10(x + 2) + x = 11x + 20. Составим уравнение:

(11x + 2)2 + (11x + 20)2 = 4034.

Решив это уравнение, получим единственный его натуральный корень 3. Следовательно, искомое число 35. 
Если x — число единиц, а (x + 2) — число десятков, то повторяя рассуждения, пришли бы к тому же уравнению. В этом случае искомое число 53.

Ответ. 35, 53.
266. в) Возможен ли такой прямоугольный треугольник, стороны которого выражаются тремя последовательными натуральными числами? тремя последовательными чётными числами? тремя последовательными нечётными числами?

г) В каком выпуклом многоугольнике число сторон равно числу его диагоналей?
Решение. г) Пусть n и n + 1 — длины катетов, n + 2 — длина гипотенузы (она больше длины каждого из катетов). По теореме Пифагора составим уравнение:

n2 + (n + 1)2 = (n + 2)2.

Решив это уравнение, получим единственный его натуральный корень n = 3, следовательно, прямоугольный треугольник, стороны которого выражаются тремя последовательными натуральными числами, возможен: 3, 4, 5.
Тогда очевидно, что умножив на 2 длины сторон полученного треугольника, получим стороны подобного ему прямоугольного треугольника, стороны которого выражаются тремя последовательными чётными числами: 6, 8, 10 и он единственный. Если 2n и 2n + 2 — длины катетов, 2n + 4 — длина его гипотенузы, то

(2n)2+ (2n + 2)2 = (2n + 4)2.

Это уравнение имеет единственный корень n = 3.
Если длины сторон двух катетов выражены нечётными числами, то сумма их квадратов чётна. Она не может быть равной квадрату гипотенузы, длина которой выражена нечётным числом. Следовательно, прямоугольный треугольник, стороны которого выражаются тремя последовательными нечётными числами, не возможен.
в) В выпуклом n-угольнике диагоналей 
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[image: image359.wmf]2

)

3

(

-

n

n

 = n.

Решив это уравнение, получим единственный его натуральный корень n = 5, следовательно, условие задачи выполнено только в выпуклом пятиугольнике.

267. а) Выпускники одного класса решили после окончания школы обменяться фотографиями — каждый с каждым. Сколько выпускников было в классе, если всего было роздано 930 фотографий?
б) Несколько человек при встрече приветствовали друг друга рукопожатиями. Сколько человек встретились, если всего рукопожатий было 21?
Решение. а) Пусть было x учащихся, тогда каждый получил по (x – 1) фото​графии и всех фотографий было x(x – 1), что по условию задачи равно 930. Составим уравнение:

x(x – 1) = 930,

оно имеет два корня: x1 = –30, x2 = 31. Так как x > 0, то выпускников было 31.
б) Пусть было x человек, тогда каждый сделал по (x – 1) рукопожатию. Рукопожатий было 
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, т. к. каждое рукопожатие в произведении x(x – 1) посчитано дважды. Составим уравнение:
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оно имеет два корня: x1 = –6, x2 = 7. Так как x > 0, то встретились 7 человек.

269. Оптовый склад покупает товар по 800 р. и продает его, повысив цену на некоторое число процентов. Магазин покупает тот же товар на оптовом складе и продает его, повысив цену на число процентов, в 1,5 раза большее, чем оптовый склад. В результате цена товара в магазине составляет 1248 р. На сколько процентов увеличивает цену оптовый склад? на сколько магазин?
Решение. Пусть оптовый склад повышает цену на x процентов, а магазин ― на 1,5x процентов. Тогда оптовый склад продает товар по 800(1 + 
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) р., а магазин ― по 800(1 + 
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) р. Составим уравнение:

800(1 + 
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которое перепишем в виде:

3x2 + 500x – 11200 = 0.

Условию задачи удовлетворяет только положительный корень этого квадратного уравнения x = 20; тогда 1,5x = 30, следовательно, оптовый склад повышает цену на 20 %, а магазин ещё на 30 %.
270. Цена товара составляла 500 р. После двух повышений цены товар стоил 546 р. Известно, что во второй раз цена увеличилась на число процентов, меньшее на 1, чем в первый раз. На сколько процентов увеличилась цена в первый раз? во второй раз?
Решение. Пусть первое повышение цены составило x процентов, а второе ― 
(x – 1) процентов. Составим уравнение:

500(1 + 
[image: image367.wmf]100

x

)(1 + 
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) = 546,

которое перепишем в виде:

x2 + 199x – 1020 = 0.

Условию задачи удовлетворяет только положительный корень этого уравнения x = 5; тогда x – 1 = 4, следовательно, первое повышение цены составило 5 %, а второе ― 4 %.

Промежуточный контроль. С–7, С–14*, Т–4, К–3. 
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